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Введение

Диссертационная работа посвящена исследованию аналитических свойств

решений нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений и систем

нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. Основное внима-

ние уделено построению инвариантов и первых интегралов полиномиальных

дифференциальных систем.

Актуальность темы диссертационной работы. Интегрирование

обыкновенных дифференциальных уравнений и систем обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений является важнейшей задачей математики. Понятие

интегрируемости можно рассматривать с различных точек зрения: алгебраи-

ческой, аналитической или геометрической, локальной или глобальной, и т. д.

В некоторых областях математики в понятие интегрируемости вкладывается

разный смысл. Например, классическим является определение интегрируемо-

сти в квадратурах. Общее решение интегрируемого в квадратурах уравнения

должно представляться в виде конечной последовательности суперпозиций

операций интегрирования и алгебраических операций, применяемых к фик-

сированному классу функций. Также в научной литературе используется

определение, согласно которому обыкновенное дифференциальное уравнение

называют интегрируемым, если на некотором открытом подмножестве фазо-

вого пространства, имеющем ненулевую меру Лебега, существует достаточное

число независимых сохраняющихся величин (первых интегралов). Это опре-

деление является абстрактным, поэтому на практике принято ограничивать

классы функций, в рамках которых происходит поиск первых интегралов. К
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наиболее важным классам относятся полиномиальные, рациональные, меро-

морфные первые интегралы, а также первые интегралы, являющиеся функци-

ями Дарбу и Лиувилля. Первые интегралы, задаваемые функциями Дарбу и

Лиувилля, представляют большой интерес для приложений. В рамках совре-

менных обобщений часть независимых первых интегралов при определенных

условиях может быть заменена инвариантными векторными полями или тен-

зорными инвариантами [1,2].

Как только определение интегрируемости зафиксировано, дифференци-

альные уравнения можно классифицировать на интегрируемые и неинтегриру-

емые в рамках рассматриваемого подхода. Если дифференциальное уравнение

не интегрируемо или его статус с точки зрения интегрируемости не известен,

то ставится задача об исследовании частичной интегрируемости [3]. В широ-

ком смысле нелинейное обыкновенное дифференциальное уравнение называ-

ют частично интегрируемым или разрешимым, если оно обладает некоторым

набором нетривиальных точных решений, независимых первых интегралов,

тензорных инвариантов и других объектов, характерных для интегрируемых

уравнений, при этом наличия этих объектов недостаточно для полной инте-

грируемости заданного уравнения.

В настоящее время в научной литературе нет универсальных методов,

позволяющих найти или общее решение, или достаточное число независимых

первых интегралов нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-

ний. Например, групповые методы являются мощным средством исследования

интегрируемости и построения точных решений, но эти методы применимы,

только если дифференциальное уравнение обладает некоторым набором сим-

метрий (классических или обобщенных). В частности, для интегрируемости

обыкновенного дифференциального уравнения в квадратурах достаточно су-

ществования разрешимой алгебры Ли операторов симметрий, размерность

которой совпадает с порядком уравнения [4,5]. В то же время, это условие не
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является необходимым. Целый ряд методов разработан в рамках дифферен-

циальной теории Галуа [6–8]. Отметим, что дифференциальная теория Галуа

может быть эффективно применена к линейным обыкновенным дифференци-

альным уравнениям, а также к нелинейным дифференциальным уравнениям,

которые или могут быть преобразованы к линейным, или, например, допус-

кают построение вариационных приближений в окрестности неравновесных

решений [9]. В последние годы активно развивается мощный аппарат тео-

рии гамильтоновых систем [10,11]. Однако, существует большое количество

важных с прикладной точки зрения дифференциальных уравнений и систем,

которые или не могут быть представлены в виде гамильтоновой системы, или

такое представление заранее не известно. Таким образом, задача поиска ме-

тодов, которые бы позволили исследовать интегрируемость и разрешимость

дифференциальных уравнений в тех случаях, когда не применимы другие

методы, чрезвычайно актуальна.

Степень разработанности темы диссертационной работы. Си-

стематические исследования интегрируемости и разрешимости нелинейных

двумерных дифференциальных систем были начаты еще в XIX веке в ра-

ботах Ж. Г. Дарбу (J. G. Darboux), П. Пенлеве (P. Painlevé), А. Пуанкаре

(H. Poincaré), см. [12–15]. В 1878 году Ж. Г. Дарбу предложил интересный

и наглядный метод построения рациональных первых интегралов двумер-

ных автономных полиномиальных систем обыкновенных дифференциальных

уравнений [12]. Ж.Г. Дарбу обнаружил, что для этих целей могут быть ис-

пользованы инвариантные алгебраические кривые рассматриваемых систем.

В 1992 – 1999 гг. М. Ф. Зингер (M.F. Singer) и К. Кристофер (C. Christopher)

усовершенствовали метод Дарбу [16–18]. В рамках нового метода стало воз-

можным находить не только рациональные первые интегралы, но и первые

интегралы, являющиеся функциями Дарбу и Лиувилля.

М. Ф. Зингер и К. Кристофер доказали, что знание всех неприводимых

7



инвариантных алгебраических кривых и экспоненциальных инвариантов поз-

воляет получать необходимые и достаточные условия интегрируемости по

Лиувиллю для заданной двумерной автономной полиномиальной системы

обыкновенных дифференциальных уравнений. Первые интегралы, являющи-

еся функциями Лиувилля, имеют большое практическое значение, поскольку

функции Лиувилля не абстрактны, а могут быть получены с помощью конеч-

ной последовательности суперпозиций алгебраических функций, квадратур

и экспоненциальных функций.

Весомый вклад в изучение свойств двумерных полиномиальных систем,

имеющих инвариантные алгебраические кривые, интегрирующие множители

и первые интегралы Дарбу внесен М. В. Доловым и его учениками [19–21].

Отметим, что многие современные методы построения первых интегралов,

отличные от метода Дарбу, на самом деле приводят к первым интегралам, яв-

ляющимся функциями Дарбу или Лиувилля. Это такие методы, как метод ло-

кальных [22,23] или нелокальных преобразований [24,25], метод пар Лакса [3],

метод факторизации [24], методы λ–симметрий [26] и S–функций [27], а также

некоторые другие методы. Перечисленные методы могут быть использованы

для нахождения новых интегрируемых дифференциальных уравнений, а так-

же для выявления интересных особенностей изучаемых уравнений, например,

наличие явной или неявной линеаризации. Однако, в отличие от метода Дарбу,

эти методы лишь в редких случаях позволяют находить все интегрируемые

по Дарбу и Лиувиллю подсемейства для заданных многопараметрических

дифференциальных уравнений и систем.

Понятие инвариантной алгебраической кривой можно обобщить на слу-

чай дифференциальных систем размерности выше второй и обыкновенных

дифференциальных уравнений порядков выше второго [28,29]. В результате

появляется задача поиска и классификации алгебраических инвариантов и

алгебраически инвариантных решений для автономных обыкновенных диф-
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ференциальных уравнений. Алгебраические инварианты порождают автоном-

ные алгебраические обыкновенные дифференциальные уравнения первого

(или более высокого) порядка, совместные с исходным уравнением. Мотива-

цией для исследования проблемы поиска и классификации алгебраических

инвариантов для дифференциальных уравнений порядка выше второго явля-

ется тот факт, что многие известные точные решения нелинейных обыкновен-

ных дифференциальных уравнений и многие «бегущие волны» автономных

дифференциальных уравнений в частных производных являются на самом

деле алгебраически инвариантными решениями [28–32]. Также наличие ал-

гебраического инварианта с произвольным параметром можно использовать

как необходимое условие алгебраической интегрируемости автономного обык-

новенного дифференциального уравнения третьего или более или высокого

порядка.

Задача построения всех неприводимых алгебраических инвариантов для

заданного обыкновенного дифференциального уравнения является чрезвы-

чайно сложной [29]. Основная трудность при построении неприводимых ал-

гебраических инвариантов заключается в том, что их степени, как прави-

ло, заранее не известны. Проблему нахождения оценки сверху для степеней

неприводимых алгебраических инвариантов в двумерном случае называют

проблемой Пуанкаре [33–35]. Хорошо известно, что равномерная оценка, за-

висящая от степени векторного поля, соответствующего рассматриваемому

семейству двумерных автономных полиномиальных дифференциальных си-

стем, может не существовать [36]. Решения этой проблемы, справедливые при

определенных ограничениях, накладываемых на особые точки дифференци-

альных систем и/или инвариантные алгебраические кривые, были получены

Д. Серво (D. Cerveau) и А. Линс Нето (A. Lins Neto) [37], М. М. Карниче-

ром (M. M. Carnicer) [38], С. Валхером (S. Walcher) [39]. Например, найдены

оценки при отсутствии на алгебраической кривой, задаваемой инвариантом,
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дикритических особых точек векторного поля [38]. К сожалению, подобные

ограничения не выполняются для многих важных с прикладной точки зрения

семейств уравнений и систем.

Еще одной задачей, тесно связанной с проблемой построения алгебра-

ических инвариантов, является задача нахождения и классификации меро-

морфных решений автономных нелинейных алгебраических обыкновенных

дифференциальных уравнений произвольных порядков. Изучением существо-

вания, наличия явного представления, характеристик роста и других свойств

мероморфных решений занимались У. К. Хейман (W. K. Hayman), А. А.

Гольдберг, Н. Штайнмец (N. Steinmetz), А. З. Мохонько, А. Э. Еременко, Р.

Хальбурд (R. Halburd), Р. Конт (R. Conte), Т.-В. Нг (T.-W. Ng) и другие

математики.

Трансцендентные мероморфные функции, являющиеся эллиптически-

ми или рациональными с экспоненциальным аргументом, принято называть

W-мероморфными функциями в честь К. Вейерштрасса (K. Weierstrass). Хо-

рошо известно, что любая W-мероморфная функция удовлетворяет автоном-

ному алгебраическому обыкновенному дифференциальному уравнению пер-

вого порядка [40]. Таким образом, проблема построения и классификации

W-мероморфных решений автономных алгебраических обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений может быть решена с использованием алгебраических

инвариантов [30, 41]. Более того, известно, что обыкновенные дифференци-

альные уравнения с определенными свойствами не имеют трансцендентных

мероморфных решений, отличных от W-мероморфных функций.

С помощью теории Неванлинны А. Е. Еременко доказал, что все транс-

цендентные мероморфные решения обыкновенных дифференциальных урав-

нений с одним доминантным дифференциальным мономом и конечным чис-

лом локальных решений, заданных рядами Лорана в окрестности полюсов,

являются W-мероморфными функциями [42]. Для нахождения некоторых
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W-мероморфных решений М. Мюзетт (M. Musette) и Р. Конт (R. Conte) пред-

ложили метод, получивший название метода вспомогательных уравнений [30].

К сожалению, этот метод не позволяет находить все W-мероморфные решения

обыкновенных дифференциальных уравнений с несколькими доминантными

дифференциальными мономами и/или с бесконечным числом локальных ре-

шений, описываемых рядами Лорана в окрестности полюсов.

Теория интегрируемости Дарбу может быть обобщена на случай неав-

тономных обыкновенных дифференциальных уравнений. Не так давно было

введено понятие обобщенного первого интеграла Дарбу для двумерных неав-

тономных систем обыкновенных дифференциальных уравнений [43–46]. Как

и в автономном случае, наибольшая трудность при исследовании интегрируе-

мости по Дарбу неавтономных систем дифференциальных уравнений связана

с классификацией инвариантных поверхностей [43]. Вопросы построения не

только достаточных, но и необходимых условий интегрируемости по Дарбу

неавтономных обыкновенных дифференциальных уравнений в научной лите-

ратуре почти не рассматривались.

Отметим, что алгебраические инварианты и инвариантные поверхности

чрезвычайно важны и с прикладной точки зрения. Прежде всего, это связано

с тем, что они позволяют находить частные фазовые траектории рассматри-

ваемых дифференциальных уравнений [47,48]. Например, предельные циклы

динамических систем на плоскости могут являться овалами инвариантных

алгебраических кривых. Также инварианты позволяют разбивать фазовое

пространство рассматриваемой системы на области, в которых поведение тра-

екторий может изучаться независимо.

В последние годы вопросы построения инвариантных кривых и поверхно-

стей, а также первых интегралов, являющихся функциями Дарбу и Лиувилля,

активно изучаются. Большой вклад в исследование подобных задач внесли

Дж. П. Жуанолоу (J.P. Jouanolou), М. В. Долов, Л.А. Черкас, Дж. Ллибре
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(J. Llibre), Дж. Чаваррига (J. Chavarriga), X. Чжан (X. Zhang), Х. Жолон-

дек (H. Żo la̧dec), Д. Шломюк (D. Schlomiuk), В.Г. Романовский, К. Валлс

(C. Valls), Дж. Жинне (J. Giné), А. Феррагут (A. Ferragut), Г. Джакомини

(H. Giacomini).

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной

работы является исследование интегрируемости и разрешимости нелинейных

обыкновенных дифференциальных уравнений, встречающихся в различных

областях физики, прикладной математики, биологии, экономики и т. п.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:

1. Разработать метод построения и классификации алгебраических ин-

вариантов автономных нелинейных обыкновенных дифференциальных

уравнений.

2. Разработать метод построения и классификации инвариантных алгеб-

раических кривых и инвариантных поверхностей для автономных и

неавтономных полиномиальных систем дифференциальных уравнений

на плоскости.

3. Разработать метод нахождения мероморфных решений автономных нели-

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Применить предложенные методы для исследования интегрируемости и

разрешимости нелинейных дифференциальных уравнений, которые или

ранее не изучались в рамках других методов, или для которых в научной

литературе нет исчерпывающих сведений об их интегрируемости или

разрешимости.

Публикации. Автором диссертационной работы опубликовано более 70

научных работ в ведущих российских и зарубежных научных изданиях. Сре-

ди этих работ 50 индексируются в базах данных научного цитирования Web
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of Science и Scopus. Все публикации посвящены теории обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений. Список статей, отражающих основные результаты

диссертации, приведен ниже.

(1) M. V. Demina. Integrability and solvability of polynomial Liénard differential

systems // Studies in Applied Mathematics. 2023. Vol. 150. No. 3. P. 755-817;

Q1 Web of Science, Q1 Scopus.

doi.org/10.1111/sapm.12556

(2) M. V. Demina. Meromorphic solutions of autonomous ordinary differential

equations without the finiteness property // Journal of Mathematical Ana-

lysis and Applications. 2022. Vol. 516. No. 2. P. 126516; Q1 Web of Science,

Q1 Scopus.

doi.org/10.1016/j.jmaa.2022.126516

(3) M. V. Demina. The method of Puiseux series and invariant algebraic curves

// Communications in Contemporary Mathematics. 2022. Vol. 24. No. 3. P.

2150007; Q1 Web of Science, Q1 Scopus.

doi.org/10.1142/S0219199721500073

(4) M. V. Demina. Necessary and sufficient conditions for the existence of

invariant algebraic curves // Electronic Journal of Qualitative Theory of
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doi.org/10.14232/ejqtde.2021.1.48

(5) M. V. Demina. Classifying algebraic invariants and algebraically invariant
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(8) M. V. Demina. Invariant surfaces and Darboux integrability for non-autono-
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(11) M. V. Demina and Claudia Valls. On the Poincaré problem and Liouvillian

integrability of quadratic Liénard differential equations // Proceedings of the
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Royal Society of Edinburgh: Section A. 2020. Vol. 150. No. 6. P. 3231–3251;

Q2 Web of Science, Q1 Scopus.

doi.org/10.1017/prm.2019.63

(12) M. V. Demina and Claudia Valls. Classification of invariant algebraic curves

and nonexistence of algebraic limit cycles in quadratic systems from family

(I) of the Chinese classification // International Journal of Bifurcation and

Chaos in Applied Sciences and Engineering. 2020. Vol. 30. No. 4. P. 2050056;

Q2 Web of Science, Q1 Scopus.

doi.org/10.1142/S021812742050056X

(13) M. V. Demina. Novel algebraic aspects of Liouvillian integrability for two-

dimensional polynomial dynamical systems // Physics Letters A. 2018. Vol.

382. No. 20. P. 1353–1360; Q2 Web of Science, Q2 Scopus.

doi.org/10.1016/j.physleta.2018.03.037

(14) M. V. Demina. Integrability and Jacobi Last Multipliers of Cubic Lienard

Differential Equations with Quadratic Damping // Discontinuity, Nonlinea-

rity, and Complexity. 2020. Vol. 9. No. 4. P. 499–507; Q4 Scopus.

10.5890/DNC.2020.12.002

Новизна и научная значимость. В ходе выполнения диссертационной

работы впервые получены следующие результаты.

1. Разработан новый метод нахождения алгебраических инвариантов ав-

тономных нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений.

Метод основан на разложении многочленов, задающих инварианты, на

множители над алгебраически замкнутым полем рядов Пюизе в окрест-

ности бесконечно удаленной точки. Для широких классов обыкновен-

ных дифференциальных уравнений метод позволяет находить решение
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проблемы Пуанкаре в тех случаях, когда не работают классические

оценки. Метод может быть реализован с использованием компьютерных

систем символьных вычислений, таких как Maple, Wolfram Mathematica,

Matlab и т. д.

2. Предложен новый метод построения неавтономных алгебраических ин-

вариантов и инвариантных поверхностей для двумерных неавтономных

систем обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод допускает

компьютерную реализацию в системах символьных вычислений.

3. Получено общее представление для мероморфных решений автоном-

ных обыкновенных дифференциальных уравнений с конечным числом

локальных решений, описываемых рядами Лорана в окрестности по-

люсов, и двумя доминантными дифференциальными мономами вида

λxl{xt − µx}, где λµ ̸= 0 и l ∈ N.

4. Разработан метод классификации W-мероморфных решений автоном-

ных алгебраических обыкновенных дифференциальных уравнений. По-

казано, что данный метод позволяет находить все W-мероморфные ре-

шения для уравнений с бесконечным числом локальных решений, опи-

сываемых рядами Лорана в окрестности полюсов, и/или с нескольких

доминантными дифференциальными мономами.

5. Установлена разрешимость проблемы Пуанкаре в классической поста-

новке для семейств автономных алгебраических обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений, обладающих свойством конечности.

6. Найдено явное представление для собственных знаечений инвариантных

алгебраических кривых двумерных систем полиномиальных обыкновен-

ных дифференциальных уравнений.
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7. Предложена локальная теория интегрируемости, названная интегриру-

емостью Пюизе. Эту теорию можно рассматривать как локальную тео-

рию интегрируемости Дарбу. Разработанная теория позволяет находить

необходимые условия существования первых интегралов Дарбу, Лиувил-

ля, а также первых интегралов специального вида, не выражающихся

через функции Лиувилля.

8. Получены следующие новые результаты для полиномиальных систем

Льенара xt = y, yt = −f(x)y−g(x) и соответствующих им обыкновенных

дифференциальных уравнений xtt + f(x)xt + g(x) = 0:

I. построены представления неприводимых алгебраических инвари-

антов в кольце многочленов с коэффициентами, являющимися ря-

дами Пюизе в окрестности бесконечности;

II. найдены явные представления для собственных значений инвари-

антных алгебраических кривых;

III. доказано, что полиномиальные системы Льенара имеют не более

одного неприводимого алгебраического инварианта всякий раз, ко-

гда степень многочлена g(x) является четным числом и выполнено

ограничение deg g > 2 deg f + 1;

IV. доказано, что полиномиальные системы Льенара одновременно

имеют не более двух различных неприводимых алгебраических

инвариантов при выполнении следующих условий

• deg f < deg g < 2 deg f + 1,

• deg g = 2 deg f + 1 и старшие коэффициенты многочленов f(x)

и g(x) не удовлетворяют резонансному условию;

V. доказано, что типичная нелинейная полиномиальная система Лье-

нара не имеет конечных инвариантных алгебраических кривых и
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не интегрируема по Лиувиллю; при этом для любых степеней мно-

гочленов f(x) и g(x), удовлетворяющих условию deg f < deg g,

существуют подсистемы, обладающие конечными инвариантными

алгебраическими кривыми и интегрируемые по Лиувиллю;

VI. установлено, что полиномиальные системы Льенара при выполне-

нии условий deg g > deg f и deg g ̸= 2 deg f + 1 не интегрируемы

по Дарбу;

VII. получены достаточные условия интегрируемости по Лиувиллю; по-

казано, что эти условия являются и необходимыми, если deg g ̸=

2 deg f+1 или deg g = 2 deg f+1 и система является нерезонансной

на бесконечности;

VIII. классифицированы полиномиальные системы Льенара, обладаю-

щие неавтономными первыми интегралами и последними множите-

лями Якоби с зависящим от времени экспоненциальным множите-

лем; эта классификация является полной при выполнении условия

deg g ̸= 2 deg f + 1;

IX. найдены новые интегрируемые по Лиувиллю системы Льенара, па-

раметризуемые произвольным многочленом; получены явные вы-

ражения для первых интегралов.

9. Найдено необходимое условие существования экспоненциальных инва-

риантов с неполиномиальным аргументом.

10. Новые методы и теоретические наработки диссертационной работы ис-

пользовались при получения следующих результатов для важных с при-

кладной точки зрения обыкновенных дифференциальных уравнений и

систем обыкновенных дифференциальных уравнений:

I. классифицированы неприводимые алгебраические инварианты сле-
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дующих автономных уравнений:

• уравнение Гельмгольца – ван дер Поля,

• обобщенное уравнение Дуффинга,

• обобщенное уравнение Дуффинга – ван дер Поля,

• уравнение Льенара пятой степени с линейной функцией при

первой производной;

II. доказано, что при определенных значениях параметров

• уравнение Гельмгольца – ван дер Поля,

• обобщенное уравнение Дуффинга – ван дер Поля,

• уравнение Льенара пятой степени с линейной функцией при

первой производной,

• уравнение Льенара четвертой степени с квадратичной функ-

цией при первой производной,

имеют неприводимые алгебраические инварианты степеней выше

второй относительно переменной y = xt; этот результат показывает

ошибочность некоторых научных работ, посвященных инвариант-

ным алгебраическим кривым и первым интегралам дифференци-

альных уравнений Льенара;

III. показано, что проблема Пуанкаре в классической постановке не

имеет решения для уравнений Гельмгольца – ван дер Поля; прове-

дена классификация неприводимых алгебраических инвариантов,

степени которых зависят от параметров исходных уравнений;

IV. найдены необходимые и достаточные условия интегрируемости по

Лиувиллю для следующих автономных уравнений:

• уравнение Гельмгольца – ван дер Поля,

• обобщенное уравнение Дуффинга,
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• обобщенное уравнение Дуффинга – ван дер Поля,

• уравнение Льенара пятой степени с линейной функцией при

первой производной,

• уравнение Льенара четвертой степени с квадратичной функ-

цией при первой производной,

• уравнение Льенара пятой степени с кубической функцией при

первой производной;

V. классифицированы неавтономные последние множители Якоби, яв-

ляющиеся функциями Дарбу с зависящим от времени экспоненци-

альным множителем, для обобщенного уравнения Дуффинга – ван

дер Поля;

VI. решена проблема интегрируемости по Пюизе для уравнения Льена-

ра пятой степени с кубической функцией, описывающей затухание,

в явном виде найдены первые интегралы, не являющиеся функци-

ями Лиувилля;

VII. доказано отсутствие алгебраических предельных циклов для урав-

нения Гельмгольца – ван дер Поля, обобщенного уравнения Дуф-

финга – ван дер Поля и уравнения Льенара пятой степени с линей-

ной функцией, описывающей затухание;

VIII. классифицированы инвариантные поверхности для неавтономных

уравнений Дуффинга и Дуффинга – ван дер Поля с произвольной

вынуждающей силой;

IX. доказана неинтегрируемость по Дарбу неавтономного уравнения

Дуффинга – ван дер Поля с произвольной вынуждающей силой;

X. проведена классификация алгебраических инвариантов обыкновен-

ных дифференциальных уравнений третьего порядка, возникаю-

щих как редукции к переменным бегущей волны дисперсионного
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уравнения Курамото – Сивашинского и модифицированного урав-

нения Курамото – Сивашинского, найдены новые алгебраически

инвариантные решения модифицированного уравнения Курамото –

Сивашинского;

XI. найдены все W-мероморфные решения семейства обыкновенных

дифференциальных уравнений третьего порядка, эквивалентного

системе Лоренца, построены ранее неизвестные мероморфные ре-

шения системы Лоренца;

XII. получены все W-мероморфные решения семейства обыкновенных

дифференциальных уравнений четвертого порядка, возникающего

при переходе к переменным бегущей волны в обобщенном уравне-

нии Розенау – Кортевега – де Вриза и в уравнении Кортевега – де

Вриза – Бюргерса пятого порядка.

Теоретическая и практическая значимость диссертационной ра-

боты. Предложенные в диссертационной работе новые методы построения

алгебраических инвариантов, инвариантных поверхностей, мероморфных ре-

шений имеют широкую область применимости. В автономном случае послед-

ний шаг метода является алгебраическим, что позволяет применять мощные

алгоритмы алгебраической геометрии (базисы Гребнера, результанты и т.

п.). Метод построения мероморфных решений обобщает ряд других методов,

таких как методы подстановок и метод вспомогательных уравнений. Разрабо-

танные методы позволяют не только находить некоторые инварианты, но и

проводить их классификацию. Для заданных обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений второго порядка метод построения алгебраических инвариан-

тов может быть использован при решении проблемы Пуанкаре, а также при

решении второй части 16-ой проблемы Гильберта в алгебраической постанов-

ке [48]. Вторая часть 16-ой проблемы Гильберта состоит в исследовании числа
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и взаимного расположения предельных циклов двумерных полиномиальных

систем обыкновенных дифференциальных уравнений. В рамках алгебраиче-

ской постановки учитываются только предельные циклы, задаваемые овалами

алгебраических кривых. Эффективность разработанных методов была проде-

монстрирована в диссертационной работе на большом количестве примеров,

важных с практической точки зрения.

Явное представление для собственных значений инвариантных алгебра-

ических кривых двумерных систем полиномиальных обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений позволяет находить необходимые условия интегриру-

емости по Дарбу и Лиувиллю до фактического построения инвариантов, что

значительно упрощает исследование интегрируемости.

Теория локальной интегрируемости (интегрируемость по Пюизе), разра-

ботанная в диссертационной работе, может быть использована для построения

глобальных необходимых условий существования алгебраических инвариан-

тов и первых интегралов, являющихся функциями Лиувилля, а также более

сложных первых интегралов.

В научной литературе встречаются работы, содержащие ошибки в клас-

сификации алгебраических инвариантов и первых интегралов. Применение

разработанных методов позволило исправить некоторые из ошибок, а также

получить новые интегрируемые и точно решаемые уравнения.

Методы, предложенные в диссертационной работе, могут быть в даль-

нейшем использованы для исследования других обыкновенных дифференци-

альных уравнений и систем.

Основные научные положения, выносимые на защиту. На защиту

выносятся следующие положения:

1. метод построения алгебраических инвариантов автономных полиноми-

альных обыкновенных дифференциальных уравнений;

22



2. метод построения неавтономных алгебраических инвариантов и связан-

ных с ними инвариантных поверхностей для двумерных неавтономных

систем обыкновенных дифференциальных уравнений;

3. метод классификации W-мероморфных решений автономных полино-

миальных обыкновенных дифференциальных уравнений;

4. новые алгоритмы в теории интегрируемости Дарбу;

5. локальная теория интегрируемости Пюизе;

6. результаты классификации неприводимых алгебраических инвариантов

для ряда обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка,

включая некоторые уравнения, важные с прикладной точки зрения:

уравнение Дуффинга, уравнение Дуффинга – ван дер Поля, уравнение

Гельмгольца – ван дер Поля и их обобщения;

7. свойства инвариантных алгебраических кривых и первых интегралов

полиномиальных дифференциальных систем Льенара;

8. необходимые и достаточные условия интегрируемости по Лиувиллю для

полиномиальных дифференциальных систем Льенара;

9. результаты классификации полиномиальных дифференциальных си-

стем Льенара, обладающих неавтономными первыми интегралами и

неавтономными последними множителями Якоби с зависящим от вре-

мени экспоненциальным множителем;

10. результаты классификации алгебраически инвариантных и W-меромор-

фных решений для системы Лоренца и обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений, полученных при переходе к переменным бегущей волны

в следующих уравнениях в частных производных: модифицированное

уравнение Курамото – Сивашинского, обобщенное уравнения Розенау
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– Кортевега – де Вриза и уравнение Кортевега – де Вриза – Бюргерса

пятого порядка.

Достоверность, обоснованность и личный вклад автора. Теоре-

тические результаты диссертационной работы получены с использованием

методов, концепций и положений аналитической теории дифференциальных

уравнений, алгебраической геометрии и асимптотического анализа. Все мате-

матические утверждения и теоремы имеют строгие доказательства. Классифи-

кационные результаты, полученные с привлечением символьных вычислений,

были проверены или с помощью различных команд и пакетов, доступных в

Maple, или с помощью нескольких систем символьных вычислений, включая

Maple, Wolfram Mathematica и Matlab. Выносимые на защиту положения и

результаты прошли рецензирование в международных высокорейтинговых

журналах, а также докладывались и обсуждались на российских и междуна-

родных конференциях и семинарах. К защите представлены четырнадцать

статей, одиннадцать из которых написаны без соавторов. Из статей, написан-

ных в соавторстве, на защиту выносятся результаты, полученные лично авто-

ром диссертационной работы. В статье (9) автором диссертационной работы

получены результаты разделов 2, 3 и 5. В статье (11) автором диссертацион-

ной работы доказаны Теоремы 1.1 и 1.2, подпункт a. В статье (12) автором

диссертационной работы доказаны Теоремы 2 и 3.

Апробация результатов диссертационной работы. Результаты дис-

сертационного исследования представлялись на следующих конференциях и

семинарах:

• Доклад «Invariants and integrability of polynomial Liénard and Levinson–

Smith differential systems», международная конференция «Mathematical

Physics, Dynamical Systems and Infinite–Dimensional Analysis», Долго-

прудный, июль 2023;
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• Лекция «Invariant algebraic manifolds of ordinary differential equations»,

международный семинар «Online GSDUAB Seminar», организованный

Автономным Университетом Барселоны, февраль 2023, on–line;

• Доклад «Invariants and integrability of polynomial vector fields», между-

народная конференция «Shilnikov Workshop 2022», Нижний Новгород,

декабрь 2022;

• Доклад «Теория интегрируемости Дарбу для полиномиальных диффе-

ренциальных систем на плоскости», Вторая конференция Математи-

ческих центров России, Москва, ноябрь 2022;

• Доклад «Algebraic and geometric aspects of the Darboux theory of integrabili-

ty», международная конференция «Conference on Dynamics of Differential

Equations», организованная Китайско-Российским Математическим Цен-

тром (Sino-Russia Mathematics Center), Сычуаньский Университет, Ки-

тай, август 2022, on–line;

• Доклад «The Darboux theory of integrability for polynomial Liénard differen-

tial systems», международная конференция «The 9th International Confer-

ence on Differential and Functional Differential Equations», Москва, июль

2022;

• Лекция «Алгебраические инварианты и теория интегрируемости Дар-

бу», Общегородской семинар им. А.М. Ильина по дифференциальным

уравнениям математической физики, Институт математики с вычисли-

тельным центром УФИЦ РАН, апрель 2022, on–line;

• Доклад «Darboux and Puiseux integrability for polynomial vector fields in

the plane», международная конференция «Комплексный анализ, мате-

матическая физика и нелинейные уравнения (Банное 2022)», Южный

Урал, Якты–Куль (озеро Банное), март 2022;
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• Доклад «W -meromorphic solutions of autonomous ordinary differential

equations and related topics», международная конференция «Mathematical

Physics, Dynamical Systems and Infinite–Dimensional Analysis», Долго-

прудный, июнь–июль 2021, on–line;

• Доклад «From Puiseux series to algebraic invariants», международная

конференция «Комплексный анализ, математическая физика и нели-

нейные уравнения (Банное 2021)», Южный Урал, Якты–Куль (озеро

Банное), март 2021;

• Лекция «Algebraic invariants, integrability, and meromorphic solutions»,

международный семинар «CAvid: Complex Analysis video seminar», ор-

ганизованный профессором Лондонского университетского колледжа Р.

Хальбурдом (R. Halburd), февраль 2021, on–line;

• Доклад «The Poincaré problem and algebraic invariants», международная

конференция «Formal and Analytic Solutions of Diff.-Equations on the

Internet (FASnet20)», организованная Университетом Алькала, Испания,

июнь 2020, on–line;

• Доклад «Puiseux series, invariant algebraic curves and integrability of

planar polynomial dynamical systems», международная конференция «Top-

ological methods in dynamics and related topics. Shilnikov Workshop», Ниж-

ний Новгород, декабрь 2019;

• Доклад «Дробно-степенные ряды и интегрируемость алгебраических

обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка», науч-

ный семинар «Перспективные математические технологии», МИЭМ

НИУ ВШЭ, ноябрь 2019;

• Доклад «Ряды Пюизё, алгебраические инварианты и интегрируемость

полиномиальных динамических систем на плоскости», научный семи-
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нар по аналитической теории дифференциальных уравнений, Матема-

тический институт им. В. А. Стеклова РАН, октябрь 2019;

• Доклад «Liouvillian integrability of polynomial dynamical systems in the

plane», международная конференция «Mathematical Physics, Dynamical

Systems and Infinite–Dimensional Analysis», Долгопрудный, июнь 2019;

• Доклад «Finding algebraic invariants and algebraically invariant solutions»,

международная конференция «Partial Differential Equations and Applica-

tions in Memory of Professor B.Yu. Sternin», Москва, ноябрь 2018;

• Доклад «Invariant algebraic curves and Liouvillian first integrals for polyno-

mial dynamical systems in the plane», 7-ая международная конференция

«Problems of Mathematical Physics and Mathematical Modelling», Москва,

июнь 2018.

Дополнительная информация. Исследования, представленные в на-

стоящей диссертационной работе, поддержаны грантом Российского Научного

Фонда 19–71–10003 «Алгебраические и аналитические методы теории нели-

нейных обыкновенных дифференциальных уравнений и их приложения к

исследованию конечномерных динамических систем», 2019 г. – 2024 г., руко-

водителем которого является автор диссертационной работы.

Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит

из введения, пяти глав, заключения и списка литературы. Диссертационная

работа содержит 365 страниц, 16 рисунков и 11 таблиц. Список литературы

состоит из 218 наименований.
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1 Алгебраические инварианты и алгебраически

инвариантные решения

1.1 Инвариантные алгебраические кривые двумерных

полиномиальных систем обыкновенных дифферен-

циальных уравнений

Символом C[x, y] обозначим кольцо многочленов от двух переменных

с комплекснозначными коэффициентами. Рассмотрим следующую систему

обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка:

xt = P (x, y), yt = Q(x, y). (1.1)

В этом выражении P (x, y) и Q(x, y) являются взаимно простыми многочлена-

ми из кольца C[x, y]. Будем интересоваться задачей нахождения траекторий

системы (1.1), которые определяются множеством нулевого уровня некоторого

многочлена F (x, y) ∈ C[x, y]. Чтобы исключить тривиальные случаи, пред-

положим, что эти траектории не являются особыми точками системы (1.1).

Векторное поле, связанное с системой (1.1), выглядит следующим образом:

X = P (x, y)
∂

∂x
+Q(x, y)

∂

∂y
. (1.2)

Нетрудно заметить, что производная многочлена F (x, y) относительно пере-

менной t остается неизменной вдоль кривой F (x, y) = 0. Этот факт позволяет

дать следующее определение.
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Определение 1.1. Алгебраическую кривую F (x, y) = 0, заданную мно-

гочленом F (x, y) ∈ C[x, y] \ C, будем называть инвариантной алгебраи-

ческой кривой системы дифференциальных уравнений (1.1) и связанного

с этой системой векторного поля X , если выполнено следующее условие

Ft|F=0 = (PFx +QFy)|F=0 = 0.

Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C, определяющий инвариантную

алгебраическую кривую F (x, y) = 0, неприводим в кольце C[x, y]. Тогда иде-

ал, порожденный F (x, y), является радикальным. Следовательно, существует

элемент λ(x, y) кольца C[x, y] такой, что F (x, y) удовлетворяет уравнению в

частных производных P (x, y)Fx +Q(x, y)Fy = λ(x, y)F . Многочлен λ(x, y) на-

зывают собственным значением (кофактором) инвариантной алгебраической

кривой F (x, y) = 0. Нетрудно показать, что степень собственного значения

не превосходит числа d− 1, где d определяется как максимум между степеня-

ми многочленов P (x, y) и Q(x, y). Можно сделать вывод, что инвариантная

алгебраическая кривая системы дифференциальных уравнений (1.1) образо-

вана траекториями последней. Некоторая траектория системы (1.1) имеет

или пустое пересечение со множеством нулевого уровня многочлена F (x, y),

или полностью содержится во множестве F (x, y) = 0. Заметим, что в теории

интегрируемости Дарбу многочлен F (x, y), связанный с инвариантной алгеб-

раической кривой F (x, y) = 0, известен как многочлен Дарбу системы (1.1)

и векторного поля X .

Будем говорить, что инвариантная алгебраическая кривая F (x, y) = 0

неприводима, если соответствующий многочлен F (x, y) неприводим в кольце

C[x, y]. Рассмотрим приводимые инвариантные алгебраические кривые.

Лемма 1.1. Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C следующим образом

F (x, y) = fn1
1 (x, y) . . . fnK

K (x, y), n1, . . . , nK ∈ N (1.3)

раскладывается в произведение неприводимых сомножителей f1(x, y), . . .,
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fK(x, y) ∈ C[x, y]. Кривая F (x, y) = 0 является инвариантной алгебраи-

ческой кривой системы дифференциальных уравнений (1.1) и связанного с

этой системой векторного поля X тогда и только тогда, когда для каждого

k = 1, . . . , K кривая fk(x, y) = 0 также является инвариантной алгебраиче-

ской кривой системы дифференциальных уравнений (1.1) и векторного поля

X . Кроме того, справедливо следующее соотношение λ(x, y) = n1λ1(x, y)+

. . . +nKλK(x, y), связывающее собственное значение λ(x, y) ∈ C[x, y] ин-

вариантной алгебраической кривой F (x, y) = 0 и собственные значения

λk(x, y) ∈ C[x, y] инвариантных алгебраических fk(x, y) = 0, где k = 1,

. . ., K.

Эта лемма доказана, например, в книге [36]. Предположим, что перемен-

ная y является зависимой, а переменная x – независимой, тогда функция y(x)

удовлетворяет следующему алгебраическому обыкновенному дифференциаль-

ному уравнению первого порядка

P (x, y)yx −Q(x, y) = 0. (1.4)

Решения уравнения (1.4), рассматриваемые как кривые на плоскости C2, опре-

деляют полиномиальное слоение. Запишем алгебраическое уравнение Пфаф-

фа ω = 0, где ω = Q(x, y)dx − P (x, y)dy – это соответствующая 1-форма.

Мы видим, что векторное поле X является касательным к листам слоения.

Задача построения инвариантных алгебраических кривых векторного поля

X эквивалентна задаче нахождения алгебраических листов соответствую-

щего слоения. Более подробно теория полиномиальных слоений описана в

книге [35]. Инвариантные алгебраические кривые порождают алгебраические

решения соответствующих уравнений Q(x, y)dx−P (x, y)dy = 0 и (1.4). Число

d, определенное выше, назовем аффинной степенью 1-формы ω.

Отметим, что Определение 1.1 вводит в рассмотрение, так называемые,

конечные инвариантные алгебраические кривые. Для того чтобы учесть по-
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ведение слоения на бесконечности, удобно провести расширение комплексной

аффинной плоскости C2 до комплексной проективной плоскости CP 2. Про-

ективная полиномиальная 1–форма, связанная с дифференциальной формой

ω = Q(x, y)dx− P (x, y)dy, может быть записана в виде [36]

ωCP 2 = zdP
(x
z
,
y

z

)
(zdy − ydz) + zdQ

(x
z
,
y

z

)
(xdz − zdx), (1.5)

где мы ввели проективные координаты (x : y : z). Пусть P [h](x, y) и Q[h](x, y)

являются однородными компонентами старшей степени многочленов P (x, y)

и Q(x, y). Точки (x0, y0), удовлетворяющие уравнению yP [h](x, y)− xQ[h](x, y)

= 0, называют бесконечно удаленными особыми точками системы (1.1). В

проективных координатах (x : y : z) эти точки лежат на бесконечно удален-

ной прямой L∞: z = 0. Если выполнено условие yP [h](x, y) − xQ[h](x, y) ̸≡ 0,

то бесконечно удаленная прямая z = 0 является бесконечной инвариантной

алгебраической кривой системы (1.1). Отметим, что степень дифференциаль-

ной формы ωCP 2 при выполнении условия yP [h](x, y) − xQ[h](x, y) ≡ 0 может

быть понижена на единицу. В этом случае говорят, что соответствующая

система (1.1) имеет вырожденную бесконечность. В проективных координа-

тах аффинную кривую F (x, y) = 0 можно записать следующим образом:

zmF (x/z, y/z) = 0, где m – это степень многочлена F (x, y). Условие инва-

риантности проективных алгебраических кривых может быть представлено

в виде dF ∧ ωCP 2 = F · λ, где собственное значение λ является однородной

2-формой в C3.

Обозначим через Ad множество полиномиальных слоений плоскости C2,

определяемых полиномиальными 1-формами аффинной степени не выше d.

В различных аффинных картах степени проективной 1-формы, соответству-

ющей некоторому слоению комплексной проективной плоскости CP 2, могут

различаться. В связи с этим удобно ввести в рассмотрение множество Bd поли-

номиальных слоений комплексной проективной плоскости CP 2, определяемых

проективными полиномиальными 1-формами, аффинные степени которых
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во всех картах не превышают числа d. Справедливо следующее включение

Ad ⊂ Bd+1 ⊂ Ad+1. Свойства типичных слоений из множеств Ad и Bd описаны

в обзоре [49], см. также [35,50]. В частности, множество полиномиальных сло-

ений комплексной проективной плоскости CP 2, не имеющих алгебраических

листов (инвариантных алгебраических кривых), открыто [51] и плотно [52]

во множестве Bd при d ≥ 2. Однако, доказать что некоторая конкретная

система (1.1), порождающая полиномиальное слоение, не имеет конечных ин-

вариантных алгебраических кривых или, если такие инвариантные кривые

существуют, провести их классификацию, чрезвычайно сложно. Основная

трудность связана с отсутствием верхней оценки для степеней неприводимых

многочленов, задающих инвариантные алгебраические кривые. Проблема на-

хождение такой оценки восходит к работам А. Пуанкаре и в настоящее время

известна как проблема Пуанкаре [33,34]. Решения проблемы Пуанкаре получе-

ны лишь при определенных ограничениях, накладываемых на алгебраические

инварианты или векторное поле [37–39]. Отметим, что равномерная верхняя

оценка, зависящая только от степени соответствующей полиномиальной 1-

формы, может не существовать. Пример физической системы, для которой

верхняя оценка зависит от коэффициентов системы, будет приведен в Разде-

ле 3.3. Хорошо известно, что инвариантные алгебраические кривые являются

ключевыми объектами при исследовании интегрируемости двумерных поли-

номиальных систем вида (1.1). Проблема интегрируемости подробно будет

рассматриваться в Разделе 2.1.

32



1.2 Инвариантные алгебраические многообразия обык-

новенных дифференциальных уравнений произволь-

ных порядков

Рассмотрим k-мерную полиномиальную систему обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений вида

xj,t = Xj(x), 1 ≤ j ≤ k, k ∈ N \ {1}, (1.6)

где X1(x), . . ., Xk(x) – многочлены с коэффициентами из поля C. Кольцо

таких многочленов обозначим символом C[x], где x = (x1, . . . , xk). Пусть

x(t, s0), s0 ∈ C является решением системы (1.6), удовлетворяющим условию

x(0, s0) = s0. Функция x(t, s0) задает фазовый поток рассматриваемой систе-

мы. Подмногообразие M в фазовом пространстве системы (1.6) называется

инвариантным многообразием этой системы, если для любой точки s0 ∈M

выполнено x(t, s0) ∈M , где t ∈ R.

Возьмем целое число m, такое что 1 ≤ m ≤ k − 1. Будем говорить, что

M ⊂ Ck является инвариантным алгебраическим многообразием коразмер-

ности m системы (1.6), если M представляет собой инвариантное многообра-

зие, лежащее на пересечении m функционально независимых алгебраических

многообразий {Fj(x) = 0}, 1 ≤ j ≤ m. Здесь F1(x), . . ., Fm(x) – неприводи-

мые многочлены из кольца C[x]. Отметим, что многообразия {Fj(x) = 0},

1 ≤ j ≤ m могут не быть инвариантными для системы (1.6), если m > 1.

Основная трудность при классификации инвариантных алгебраических мно-

гообразий связана с тем, что степени многочленов F1(x), . . ., Fm(x), как пра-

вило, заранее неизвестны. Инвариантные алгебраические кривые двумерных

систем (1.1) представляют собой инвариантные алгебраические многообразия

коразмерности 1.

Инвариантные многообразия играют большую роль при описании ди-
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намики систем обыкновенных дифференциальных уравнений [36]. Знание

инвариантных алгебраических многообразий коразмерности 1 позволяет ис-

следовать интегрируемость по Дарбу [53] дифференциальных систем вида

(1.6). Также инвариантные многообразия широко используются и в теории

уравнений в частных производных [54,55].

Если исследуемой системе (1.6) методом исключения переменных или с

помощью обратимых преобразований можно поставить в соответствие поли-

номиальное обыкновенное дифференциальное уравнение порядка k, то для

построения инвариантных алгебраических многообразий удобно использо-

вать концепцию совместных дифференциальных уравнений. Полиномиальное

обыкновенное дифференциальное уравнение порядка l ∈ N, l < k назовем

совместным с рассматриваемым уравнением порядка k, если любое непосто-

янное решение уравнения меньшего порядка также удовлетворяет уравнению

большего порядка. Порядок l совместного дифференциального уравнения свя-

зан с коразмерностью m соответствующего инвариантного алгебраического

многообразия с помощью равенства m = k− l. Поясним сказанное на примере.

Предположим, что система дифференциальных уравнений (1.1) имеет вид

xt = y +R(x), yt = Q(x, y), R(x) ∈ C[x]. (1.7)

Выражая переменную y из первого уравнения этой системы и подставляя

результат во второе уравнение, мы получаем следующее автономное алгебра-

ическое обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка

xtt −Rx(x)xt −Q(x, xt −R(x)) = 0. (1.8)

Система (1.7) обладает инвариантной алгебраической кривой вида F (x, y) = 0,

где F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] – неприводимый многочлен, тогда и только тогда,

когда эта кривая определяет обыкновенное дифференциальное уравнение

первого порядка F (x, xt −R(x)) = 0, совместимое с уравнением (1.8).
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Далее рассмотрим автономное полиномиальное обыкновенное дифферен-

циальное уравнение порядка k

E

(
x,
dx

dt
, . . . ,

dk−1x

dtk−1
,
dkx

dtk

)
= 0, k ∈ N \ {1}. (1.9)

В этом выражении E является неприводимым многочленом от нескольких

переменных с комплекснозначными коэффициентами. Независимая перемен-

ная t также является комплекснозначной. Символом x
(j)
t будем обозначать

производную порядка j ∈ N функции x(t).

Определение 1.2. Пусть l – целое число, для которого выполнено 1 ≤ l ≤

k − 1. Неприводимый многочлен F (x, y1, . . . , yl) ∈ C[x, y1, . . . , yl] \C[x] будем

называть алгебраическим инвариантом порядка l дифференциального урав-

нения (1.9), если любая непостоянная функция x(t), являющаяся решением

дифференциального уравнения F
(
x, xt, . . . x

(l)
t

)
= 0, также удовлетворя-

ет дифференциальному уравнению (1.9). Будем говорить, что функция x(t)

является алгебраически инвариантным решением порядка l уравнения (1.9).

Алгебраические инварианты и соответствующие им обыкновенные диф-

ференциальные уравнения возникают в некоторых областях математики под

различными именами: полуинварианты, вспомогательные уравнения, простей-

шие уравнения и т. д. Алгебраически инвариантные решения порядка 1 авто-

номных уравнений в частных производных в переменных бегущей волны при

выполнении некоторых дополнительных условий были названы алгебраиче-

скими бегущими волнами [29] в работе A. Гасулла (A. Gasull) и Х. Джакомини

(H. Giacomini). Весомый вклад в классификацию алгебраических бегущих

волн для автономных уравнений в частных производных второго порядка

сделан К. Валлс (C. Valls), см. [56–59]. Отметим, что все примеры, приво-

димые A. Гасуллом (A. Gasull), Х. Джакомини (H. Giacomini) и К. Валлс

(C. Valls), относились к двумерным системам. Другими словами, рассмат-
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ривались автономные обыкновенные дифференциальные уравнения второго

порядка [29,56–59].

Большое количество работ в современной научной литературе посвящено

проблеме нахождения точных решений нелинейных дифференциальных урав-

нений. Огромной популярностью пользуются, так называемые, методы подста-

новок. Это такие методы, как метод тригонометрических и гиперболических

функций, метод экспоненциальных функций, метод эллиптических функций

Якоби и их различные обобщения и модификации [60–62]. Эти методы доста-

точно просты в использовании. Однако у них есть существенный недостаток:

все решения вне априорно заданного выражения остаются не найденными.

Более того, подобные методы нередко дают одни и те же семейства решений,

но записанные по-разному. В результате может создаться впечатление, что

найдено новое решение, в то время как это решение хорошо известно. Таким

образом, проблема классификации точных решений представляет большой

интерес. Можно отметить, что решения, полученные вышеупомянутыми ме-

тодами, удовлетворяют не только исходному уравнению, но и обыкновенному

дифференциальному уравнению первого порядка, совместимому с рассматри-

ваемым уравнением [28]. Следовательно, задача классификации может быть

решена с помощью теории алгебраических инвариантов порядка 1.

В настоящей работе мы будем в основном рассматривать задачу постро-

ения алгебраических инвариантов порядка 1, поэтому далее упоминание по-

рядка будем опускать. Также нижний индекс переменной y1 в обозначении

алгебраического инварианта F (x, y1) также использовать не будем. Заметим,

что в Главе 4 будет исследоваться вопрос нахождения неавтономных инва-

риантов. Метод Главы 4 может быть обобщен и на случай алгебраических

инвариантов более высоких порядков. Однако при повышением порядка ин-

вариантов вычисления становятся гораздо более трудоемкими.

Алгебраический инвариант F (x, y) будем называть неприводимым, если
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соответствующий многочлен F (x, y) неприводим в кольце C[x, y]. Поскольку

алгебраически инвариантное решение непостоянно, мы видим, что Fy ̸≡ 0.

Кроме того, мы предполагаем, что алгебраические инварианты, связанные

преобразованием F (x, y) 7→ cF (x, y), где c ∈ C \ {0}, принадлежат одному и

тому же классу эквивалентности. В дальнейшем нас будет интересовать толь-

ко один представитель из каждого класса. Два многочлена от двух перемен-

ных (например, два алгебраических инварианта) будем называть различными,

если они принадлежат к разным классам эквивалентности.

1.3 Ряды Пюизе и алгебраические инварианты

Данный раздел посвящен теоретическим исследованиям проблемы по-

строения неприводимых алгебраических инвариантов. Мы будем рассмат-

ривать алгебраические инварианты уравнения (1.9), предполагая, что это

уравнение может, в частности, соответствовать системе дифференциальных

уравнений (1.6).

Дифференциальное уравнение (1.9) является автономным. Следователь-

но, мы можем понизить его порядок с помощью новой зависимой функции

y(x), определяемой соотношением xt = y(x). Для производных более высоких

порядков находим

xtt = yyx, xttt = y2yxx + yy2x, . . . (1.10)

В результате приходим к следующему неавтономному обыкновенному диф-

ференциальному уравнению порядка k − 1:

H

(
x, y,

dy

dx
, . . . ,

dk−1y

dxk−1

)
= 0. (1.11)

В этом выражении H представляет собой многочлен своих аргументов. Урав-

нение (1.11) будет играть ключевую роль в дальнейшем анализе.
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Дробно-степенные ряды или ряды Пюизе являются обобщениями рядов

Лорана. Ряд Пюизе с центром в точке x0 ∈ C, выглядит следующим образом:

y(x) =
+∞∑
l=0

cl(x− x0)
n0+l
n1 , c0 ̸= 0, (1.12)

где n0 ∈ Z и n1 ∈ N. Без ограничения общности предполагаем, что число n1

является взаимно простым с наибольшим общим делителем чисел {n0 + l :

cl ̸= 0, l ∈ N ∪ {0}}. Аналогично, ряд Пюизе с центром в точке x = ∞, имеет

вид

y(x) =
+∞∑
l=0

blx
n0−l
n1 , b0 ̸= 0, (1.13)

где n0 ∈ Z и n1 ∈ N. Опять считаем, что число n1 является взаимно простым

с наибольшим общим делителем чисел {n0 − l : bl ̸= 0, l ∈ N∪ {0}}. Число n1

называют индексом ветвления соответствующего ряда.

Рассмотрим алгебраическое уравнение F (x, y) = 0, заданное многочле-

ном F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x]. Считая переменную y зависимой, а переменную

x – независимой, мы можем локально представить решения этого уравнения

сходящимися рядами Пюизе [63]. Это утверждение носит название теоремы

Ньютона – Пюизе.

Множество всех формальных рядов Пюизе вида (1.12) или (1.13) обра-

зует алгебраически замкнутое поле, которое мы будем обозначать символом

Cx0
{x} или C∞{x} соответственно. Также мы будем работать с кольцами мно-

гочленов от одной переменной, коэффициенты которых лежат в поле Cx0
{x}

или C∞{x}. Для соответствующих колец введем обозначения Cx0
{x}[y] или

C∞{x}[y].

Заметим, что мы не исследуем сходимость рядов Пюизе, удовлетворяю-

щих алгебраическому обыкновенному дифференциальному уравнению. Поля

Cx0
{x} и C∞{x}, снабженные операторами дифференцирования (∂x)j, j ∈ N:

Cx0
{x} → Cx0

{x}, где x0 ∈ C = C ∪ {∞}, становятся дифференциальными

полями. Для каждого j ∈ N оператор дифференцирования (∂x)j определяется
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как формальный оператор со стандартными свойствами, сходными с теми,

которые справедливы для сходящихся рядов Пюизе. Сходимость асимптоти-

ческих рядов, удовлетворяющих обыкновенным дифференциальным уравне-

ниям, изучалась в работах [64, 65]. Аналогично снабжаем кольца Cx0
{x}[y]

и C∞{x}[y] операторами дифференцирования ∂x и ∂y. Будем считать, что

следующие выражения (∂x)jy и y(j)x , где y ∈ Cx0
{x}, x0 ∈ C, эквивалентны.

Предположим, что S(x, y) является элементом кольца C∞{x}[y]. Вве-

дем два оператора проектирования, действующих в этом кольце. Результа-

том действия оператора {S(x, y)}+ будет являться сумма мономов S(x, y) с

неотрицательными целыми степенями. Другими словами, {S(x, y)}+ опре-

деляет полиномиальную часть выражения S(x, y). Аналогично, проекция

{S(x, y)}− = S(x, y)−{S(x, y)}+ задает неполиномиальную часть выражения

S(x, y). Легко убедиться, что эти проекции являются линейными оператора-

ми.

Наша дальнейшая цель состоит в нахождении явного представления для

алгебраических инвариантов.

Лемма 1.2. Пусть yx0
(x) – ряд Пюизе, принадлежащий одному из полей

Cx0
{x}, где x0 ∈ C = C ∪ {∞}. Если ряд yx0

(x) удовлетворяет уравнению

F (x, y(x)) = 0 и многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] является алгебраическим

инвариантом уравнения (1.9), то этот ряд также удовлетворяет урав-

нению (1.11), полученному из (1.9) с помощью преобразования y(x) = xt,

x = x(t).

Доказательство. Рассмотрим ряд Пюизе yx0
(x) из поля Cx0

{x}, удовлетво-

ряющий уравнению F (x, y(x)) = 0. Согласно определению алгебраических

инвариантов уравнение, F (x, xt) = 0 совместно с уравнением (1.9). Понижая

порядок преобразованием y(x) = xt, x = x(t), мы получим еще одну па-

ру совместных уравнений: F (x, y(x)) = 0 и (1.11). Таким образом, каждое
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решение уравнения F (x, y(x)) = 0 также удовлетворяет уравнению (1.11).

Следовательно, и ряд yx0
(x) удовлетворяет уравнению (1.11).

Рассмотрим некоторую точку x0 расширенной комплексной плоскости C.

Будем говорить, что два ряда Пюизе yx0
(x) и ỹx0

(x) из поля Cx0
{x} различны,

если ряд yx0
(x) − ỹx0

(x) не является нулевым элементом Ox0
поля Cx0

{x}.

Далее во всех утверждениях настоящей главы мы изучаем дифференциальные

уравнения (1.9) и (1.11), связанные преобразованием y(x) = xt, x = x(t).

Теорема 1.1. Неприводимый многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] степени

N ∈ N относительно переменной y является алгебраическим инвариан-

том уравнения (1.9) тогда и только тогда, когда существуют многочлен

µ(x) ∈ C[x] и попарно различные ряды Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) из поля

C∞{x}, которые удовлетворяют уравнению (1.11), такие, что справедливо

представление

F (x, y) =

{
µ(x)

N∏
n=1

{y − yn,∞(x)}

}
+

(1.14)

и условие {
µ(x)

N∏
j=1

{y − y∞,j(x)}

}
−

= 0. (1.15)

Более того, степень N многочлена F (x, y) относительно переменной y не

превосходит числа различных рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяю-

щих уравнению (1.11), если это число конечно.

Доказательство. Докажем необходимость. Рассмотрим неприводимый алгеб-

раический инвариант F (x, y) уравнения (1.9). Поле C∞{x} алгебраически за-

мкнуто [63]. Следовательно, существует единственным образом определенное

множество элементов {yn,∞(x) ∈ C∞{x}, n = 1, . . . , N}, такое что справедли-
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во следующее представление [63]:

F (x, y) = µ(x)
N∏
n=1

{y − yn,∞(x)}, (1.16)

где число N – это степень многочлена F (x, y) относительно переменной y и

µ(x) ∈ C[x]. Из Леммы 1.2 следует, что множество рядов Пюизе {yn,∞(x) ∈

C∞{x}, n = 1, . . . , N}, появляющееся в представлении (1.16), является под-

множеством множества рядов, удовлетворяющих уравнению (1.11).

Из неприводимости многочлена F (x, y) в кольце C[x, y] мы заключаем,

что все ряды Пюизе в представлении (1.16) попарно различны. Предполагая

противное, мы вычисляем дискриминант по отношению к переменной y для

многочлена (1.16). Этот дискриминант, являясь элементом поля C∞{x}, равен

нулю. С другой стороны, дискриминант является и элементом кольца C[x].

Многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] с нулевым дискриминантом приводим в кольце

C[x, y].

Далее вспоминаем, что неполиномиальная часть выражения (1.16) долж-

на обращаться в нуль, в силу того что многочлен F (x, y) является элементом

кольца C[x, y]. В результате получаем представление (1.14) и условие (1.15).

Также мы видим, что если число различных рядов Пюизе из поля C∞{x},

удовлетворяющих уравнению (1.11), конечно, то степень многочлена F (x, y)

по отношению к переменной y ограничена этим числом. Действительно, если

степень многочлена F (x, y) по отношению к переменной y больше числа раз-

личных рядов Пюизе из поля C∞{x}, то многочлен F (x, y) приводим в кольце

C∞{x}[y] и, следовательно, это же свойство справедливо и в кольце C[x, y].

Перейдем к доказательству достаточности. Рассмотрим элемент кольца

C∞{x}[y], заданный равенством (1.16). Из представления (1.14) и условия

(1.15), следует, что этот элемент является многочленом из кольца C[x, y].

Далее, покажем что многочлен F (x, y) является алгебраическим инвари-

антом уравнения (1.9). Рассмотрим непостоянное решение x(t) уравнения
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F (x, xt) = 0. По построению любой ряд Пюизе yj0,∞(x) с центром в точке

x = ∞, удовлетворяющий уравнению f(x, y(x)) = 0, совпадает с одним из

формальных рядов, описанным в условии настоящей теоремы. Следовательно,

все ряды Пюизе с центром в точке x = ∞, появляющиеся в факторизации

многочлена F (x, y) над полем C∞{x}, удовлетворяют уравнению (1.11). Бо-

лее того, по теореме Ньютона – Пюизе каждый из этих рядов сходится в

некоторой (проколотой) окрестности (с разрезом) точки x = ∞. Используя

единственность аналитического продолжения, мы делаем вывод, что любое

решение y(x) уравнения F (x, y(x)) = 0 также удовлетворяет уравнению

(1.11). Вспоминая связь уравнений (1.11) и (1.9), мы видим, что функция x(t)

удовлетворяет уравнению (1.9).

Следствие 1. Уравнение (1.9) не имеет алгебраических инвариантов, ес-

ли не существует рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющих уравне-

нию (1.11).

Далее рассмотрим задачу нахождения многочлена µ(x) в выражении

(1.14). Этот многочлен является старшим коэффициентом по отношению к

переменной y алгебраического инварианта F (x, y).

Лемма 1.3. Пусть F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] — неприводимый алгебраический

инвариант уравнения (1.9). Если x0 ∈ C является нулем многочлена µ(x),

то существует по крайней мере один ряд Пюизе из поля Cx0
{x}, удовлетво-

ряющий уравнению (1.11), такой, что в выражении (1.12) для числа n0 ∈ Z

выполнено n0 < 0.

Доказательство. Рассмотрим неприводимый алгебраический инвариант F (x,

y) уравнения (1.9). Поле Cx0
{x} является алгебраически замкнутым [63]. Сле-

довательно, существует единственным образом определенное множество эле-

ментов {yn, x0
(x) ∈ Cx0

{x}, n = 1, . . . , N}, такое что справедливо следующее
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представление [63]:

F (x, y) = µ(x)
N∏
n=1

{y − yn, x0
(x)}, (1.17)

где N – это степень многочлена F (x, y) относительно переменной y. В силу

Леммы 1.2 ряды Пюизе {yn, x0
(x) ∈ Cx0

{x}, n = 1, . . ., N} образуют подмноже-

ство множества рядов, удовлетворяющих уравнению (1.11). Предполагая, что

все ряды из поля Cx0
{x}, являющиеся формальными решениями уравнения

(1.11), имеют неотрицательные показатели степеней в доминантных членах,

мы видим, что тем же свойством обладают ряды в представлении (1.17).

Следовательно, алгебраические кривые F (x, y) = 0 и x − x0 = 0 имеют бес-

конечное число точек пересечения. Из теоремы Безу следует, что эти кривые

имеют общую компоненту. Эта компонента имеет вид x− x0 = 0. Таким обра-

зом, многочлен F (x, y) с представлением (1.17) делится на многочлен x−x0 в

кольце C[x, y]. Этот факт противоречит неприводимости многочлена F (x, y).

Лемма доказана.

Следствие 1. Многочлен µ(x) в представлении (1.14) тождественно ра-

вен константе, всегда когда для любого x0 ∈ C каждый ряд Пюизе из поля

Cx0
{x}, удовлетворяющий уравнению (1.11), имеет неотрицательный показа-

тель степени в ведущем члене.

Лемма 1.4. Пусть F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] — неприводимый алгебраический

инвариант уравнения (1.9) такой, что соответствующий многочлен µ(x)

имеет нуль в некоторой точке x0 ∈ C кратности m0 ∈ N. Если число

попарно различных рядов Пюизе из поля Cx0
{x}, удовлетворяющих уравне-

нию (1.11) и имеющих отрицательные показатели степеней в доминантных

мономах

yj,x0
(x) = c

(j)
0 (x− x0)

−qj + o
(
(x− x0)

−qj
)
, c

(j)
0 ̸= 0,

qj ∈ Q, qj > 0, 1 ≤ j ≤ L ∈ N,
(1.18)
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конечно, тогда справедливо следующее неравенство

m0 ≤
L∑

j=1

qj. (1.19)

Доказательство. Опять рассмотрим представление (1.17) инварианта F (x, y)

в кольце Cx0
{x}[y]. Используя Лемму 1.2, мы видим, что ряды Пюизе, по-

являющиеся в этом представлении, удовлетворяют уравнению (1.11). Мно-

гочлен µ(x) имеет вид µ(x) = (x − x0)
m0µ̃(x), где многочлен µ̃(x) ∈ C[x]

не обращается в нуль в точке x0: µ̃(x0) ̸= 0. Анализируя поведение выраже-

ния (1.17) в точке x0, мы приходим к заключению, что множитель (x− x0)
m0

должен компенсировать доминантные члены рядов Пюизе с отрицательными

показателями степеней таким образом, чтобы получающийся многочлен был

неприводим в кольце C[x, y]. Предположим, что все ряды (1.18) присутствуют

в представлении (1.17), а другие ряды Пюизе в этом представлении имеют

ненулевой коэффициент при x0. Отметим, что каждый ряд yj, x0
(x) является

простым нулем элемента (1.17), в силу того что инвариант F (x, y) неприво-

дим в кольце C[x, y]. В рассматриваемой ситуации кратность m0 достигает

своего максимума. Действительно, мы видим, что коэффициент при y0 в вы-

ражении (y−y1, x0
(x))× . . .× (y−yN, x0

(x)) имеет доминантное представление

α(x − x0)
−p, где p = q1 + . . . + qL и α ∈ C \ {0}. На этом замечании мы

заканчиваем доказательство.

Далее изучим связь между свойствами рядов Пюизе, удовлетворяющих

уравнению (1.11), и проблемой единственности для алгебраических инвари-

антов уравнения (1.9).

Теорема 1.2. Предположим, что ряд Пюизе yx0
(x), принадлежащий полю

Cx0
{x} при некотором x0 ∈ C, имеет фиксированные коэффициенты и по-

казатели степеней, а также удовлетворяет уравнению (1.11). Тогда суще-

ствует не более одного неприводимого алгебраического инварианта F (x, y) ∈

44



C[x, y]\C[x] уравнения (1.9), такого что ряд yx0
(x) является решением урав-

нения F (x, y) = 0.

Доказательство. Будем доказывать эту теорему методом от противного.

Предположим, что уравнение (1.9) имеет по меньшей мере два различных

неприводимых алгебраических инварианта F1(x, y), F2(x, y) ∈ C[x, y], для

которых выполнено F1(x, yx0
(x)) = Ox0

и F2(x, yx0
(x)) = Ox0

. Мы видим, что

две алгебраические кривые F1(x, y) = 0 и F2(x, y) = 0 пересекаются в беско-

нечном множестве точек, лежащих в области сходимости ряда yx0
(x). Из тео-

ремы Безу следует, что существует многочлен, который делит оба многочлена

F1(x, y) и F2(x, y). Многочлен F1(x, y) неприводим. Следовательно, выполне-

но следующее соотношение F2(x, y) = h(x, y)F1(x, y), где h(x, y) ∈ C[x, y] —

некоторый многочлен. Многочлен F2(x, y) также неприводим. Следовательно,

h(x, y) является константой и многочлены F1(x, y) и F2(x, y) лежат в одном

и том же классе эквивалентности. Мы пришли к противоречию.

Следующая теорема связывает число различных рядов Пюизе, удовлетво-

ряющих уравнению (1.11), и число попарно различных неприводимых алгеб-

раических инвариантов, которое уравнение (1.9) может иметь одновременно.

Теорема 1.3. Если при некотором x0 ∈ C число различных рядов Пюизе из

поля Cx0
{x}, удовлетворяющих уравнению (1.11), конечно, то соответству-

ющее уравнение (1.9) имеет конечное число неприводимых алгебраических

инвариантов. Более того, число попарно различных неприводимых алгебра-

ических инвариантов не превосходит числа различных рядов Пюизе из поля

Cx0
{x}, которые удовлетворяют уравнению (1.11).

Доказательство. Воспользовавшись алгоритмом Ньютона – Пюизе [63] на-

хождения рядов Пюизе, удовлетворяющих алгебраическому уравнению F (x, y) =

0, мы видим, что многочлены, представляющие неприводимые алгебраические
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инварианты, не могут иметь произвольный параметр. Действительно, если бы

такой параметр существовал, то он бы появлялся в коэффициентах хотя бы

одного ряда Пюизе, включенного в представление (1.16). Но все эти ряды удо-

влетворяют уравнению (1.11) и не имеют произвольных параметров согласно

утверждению теоремы. Отметим, что мы рассматриваем только один инвари-

ант из класса эквивалентности F ∼ cF . Следовательно параметр c ∈ C \ {0}

можно не учитывать. Из предыдущих рассуждений и Теоремы 1.2 следует,

что число попарно различных неприводимых алгебраических инвариантов

конечно. Это число достигает своего максимума, если все ряды Пюизе из

поля C∞{x}, удовлетворяющие уравнению (1.11), являются рядами Лорана

и каждый из них порождает рациональное решение уравнения (1.11). В этом

случае число попарно различных неприводимых алгебраических инвариан-

тов равно числу различных рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющих

уравнению (1.11).

Замечание 1. Число рядов Пюизе из поля Cx0
{x}, x0 ∈ C, удовлетворяю-

щих уравнению (1.11), может оказаться конечным, если прямая {(x0, y), y ∈

C} целиком состоит из особых точек уравнения (1.11). Точку (x0, y0) ∈ C2

называют особой точкой алгебраического обыкновенного дифференциального

уравнения, если для этой точки нарушаются условия теоремы о локальном

существовании, единственности и аналитичности решения [66], удовлетворя-

ющего условию y(x0) = y0.

Наконец, отметим, что в двумерном случае проблема нахождения верхних

оценок для числа существующих одновременно различных инвариантных ал-

гебраических кривых, рассматривалась М.В. Доловым и В.В. Косаревым [20],

см. также [19]. Если число попарно различных неприводимых инвариантных

алгебраических кривых дифференциальной системы (1.1) конечно, то как

показано в статье [19], это число ограничено значением (d2 + d + 2)/2. В
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случае d = 2 оценка является точной. Дифференциальная система (1.1) с

бесконечным числом попарно различных неприводимых инвариантных алгеб-

раических кривых всегда имеет рациональный первый интеграл.

1.4 Метод рядов Пюизе

Теорема 1.1 и Леммы 1.3, 1.4 лежат в основе следующего метода постро-

ения алгебраических инвариантов.

На первом шаге следует найти все ряды Пюизе с центрами в конеч-

ных точках и на бесконечности, которые являются формальными решениями

уравнения (1.11). Алгоритмы классификации рядов Пюизе, удовлетворяющих

алгебраических обыкновенных дифференциальных уравнений, приводятся в

рамках степенной геометрии [67,68] и теории уравнений Пенлеве [3, 69].

На втором шаге используется Теорема 1.1 для того, чтобы записать раз-

ложение на множители (1.14) неприводимого алгебраического инварианта в

кольце C∞{x}[y]. Допустимые нули многочлена µ(x) могут быть получены

с помощью рядов Пюизе в окрестности конечных точек x0 ∈ C, имеющих

отрицательные показатели степеней в доминантных членах, см. Леммы 1.3

и 1.4. Заметим, что на этом шаге должны быть рассмотрены, всевозможные

комбинации рядов Пюизе из поля C∞{x}, найденных на первом шаге, в том

случае, когда требуется классифицировать неприводимые алгебраические ин-

варианты. Если ряд Пюизе с индексом ветвления больше единицы появляется

в представлении (1.14), то все сопряженные ряды Пюизе

y(x) =
+∞∑
l=0

(εn1
)m(n0−l)blx

n0−l
n1 , m = 0, . . . , n1 − 1, (1.20)

получающиеся друг из друга в результате обходов вокруг точки x = ∞,

должны также появляться в этом представлении (1.14). Символом εn1
в вы-

ражении (1.20) обозначен примитивный корень степени n1 из единицы. Далее
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необходимо потребовать, чтобы выполнялось условие (1.15), которое порож-

дает алгебраическую систему, состоящую, вообще говоря, из бесконечного

числа уравнений.

Третий шаг состоит в решении некоторой конечной алгебраической под-

системы и проведении проверки. Требуется убедиться, что совместны диф-

ференциальное уравнение (1.11) и алгебраическое уравнение F (x, y) = 0, где

F (x, y) определяется формулой (1.14).

Проверка на третьем шаге метода рядов Пюизе может быть проведена

следующим образом. Дифференцируя равенство F (x, y(x)) = 0 по переменной

x и вычисляя производные yx, yxx, . . ., проводится исключение из уравнения

(1.11) всех дифференциальных мономов и степенных мономов вида yN+j−1,

где j ∈ N. Напомним, что многочлен F (x, y) неприводим. Следовательно, по-

лучающийся многочлен U(x, y) степени N − 1 по переменной y должен иметь

нулевые коэффициенты, если искомый алгебраический инвариант действи-

тельно существует. Заметим, что на этом шаге может возникнуть рациональ-

ная функция относительно переменных x и y. В этом случае нужно умножить

эту функцию на знаменатель и работать с получающимся многочленом. Ал-

гебраический инвариант F (x, y) существует тогда и только тогда, когда все

коэффициенты многочлена U(x, y) тождественно обращаются в нуль. Если

хотя бы один коэффициент не равен нулю и зависит от параметров, то необхо-

димо вернуться к предыдущим шагам, вычислить последующие коэффициен-

ты рядов Пюизе в окрестности бесконечности и добавить к рассматриваемой

подсистеме дополнительные уравнения.

Далее рассмотрим задачу построения и решения алгебраической системы,

возникающий из условия (1.15). На время забудем о зависимости элементов

y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) из поля C∞{x} от переменной x и рассмотрим кольцо Sym

⊂ C[y1,∞, . . . , yN,∞] симметрических многочленов от N переменных. Хорошо

известно, что кольцо Sym порождается полем C и N генераторами. Наиболее
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часто в качестве генераторов используются элементарные симметрические

многочлены:

sk =
∑

1≤j1<j2<...<jk≤N

yj1,∞yj2,∞ . . . yjk,∞, 1 ≤ k ≤ N (1.21)

и симметрические многочлены, заданные степенными суммами:

Sk =
N∑
j=1

ykj,∞, 1 ≤ k ≤ N (1.22)

Эти системы генераторов связаны соотношениями Ньютона вида

ksk =
k∑

j=1

(−1)j−1sk−jSj, 1 ≤ k ≤ N ;

Sk = (−1)k−1ksk +
k−1∑
j=1

(−1)k+j−1sk−jSj, 1 ≤ k ≤ N,

(1.23)

где необходимо дополнительно положить s0 = 1. Алгебраические свойства

многочленов, определяющих инварианты, будем описывать с помощью сим-

метрических многочленов.

Далее вспомним о зависимости рядов Пюизе от переменной x. Заметим,

что, если параметр N заранее не известен, то найти коэффициенты рядов Пю-

изе, заданных элементарными симметричными многочленами sk(y1,∞(x), . . .,

yN,∞(x)), является непростой задачей. Эта сложность связана с тем фактом,

что коэффициенты рядов Пюизе, удовлетворяющих алгебраическому обык-

новенному дифференциальному уравнению, определяются рекуррентными

соотношениями. В то же время для вычисления коэффициентов симметриче-

ских многочленов Sk(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x)) несложно вывести рекуррентные

формулы. Это наблюдение позволяет превратить условия (1.15) в удобные

для работы соотношения, представленные в следующей теореме.

Теорема 1.4. Многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] степени N ∈ N отно-

сительно переменной y является алгебраическим инвариантом уравнения
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(1.9) тогда и только тогда, когда существуют многочлен µ(x) ∈ C[x] и N

рядов Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) из поля C∞{x}, которые удовлетворяют

уравнению (1.11) и соотношениям{
k∑

j=1

(−1)j−1wk−j(x)Sj(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x))

}
−

= 0, 1 ≤ k ≤ N, (1.24)

где многочлены {wm(x) ∈ C[x], 1 ≤ m ≤ N} определяются следующим обра-

зом:

wm(x) =

{
1

m

m∑
j=1

(−1)j−1wm−j(x)Sj(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x))

}
+

(1.25)

и w0(x) = µ(x). При этом многочлен µ(x) является коэффициентом алгебра-

ического инварианта F (x, y), стоящим при старшей степени относительно

переменной y.

Доказательство. Докажем необходимость условий (1.24). Пусть многочлен

F (x, y) ∈ C[x, y]\C[x] является алгебраическим инвариантом уравнения (1.9).

Раскладывая этот многочлен на множители в кольце C∞{x}[y], находим

F (x, y) = µ(x)
N∏
j=1

{y − yj,∞(x)} , (1.26)

где в силу Леммы 1.2 ряды Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) удовлетворяют урав-

нению (1.11). Соотношение (1.26) переписываем следующим образом:

F (x, y) = µ(x)
N∑
j=0

(−1)jsj(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x))yN−j. (1.27)

Неполиномиальная часть выражения, стоящего в правой части этого равен-

ства, должна обращаться в нуль. Следовательно, для любого целого m такого,

что выполнены неравенства 0 ≤ m ≤ N , элемент µ(x)sm(y1,∞(x), . . ., yN,∞(x))

является многочленом. Этот многочлен совпадает с многочленом wm(x), зада-

ваемым выражением (1.25). Рассматривая неполиномиальные коэффициенты
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при yN−j, 1 ≤ j ≤ N , мы приходим к соотношениям

{µ(x)sj (y1,∞(x), . . . , yN,∞(x))}− = 0, 1 ≤ j ≤ N. (1.28)

Используя равенства (1.23), мы видим, что соотношения (1.28) и (1.24) экви-

валентны.

Для доказательства достаточности условий (1.24), рассмотрим формаль-

ный элемент (1.26) и докажем, что он является многочленом из кольца C[x, y].

Нам необходимо установить, что для каждого натурального k от 1 до N ко-

эффициент при yN−k в выражении (1.26) является многочленом из кольца

C[x]. Будем использовать метод математической индукции по k.

Если k = 1, то условие (1.24) можно переписать следующим образом:

{µ(x)S1(y1,∞(x), . . ., yN,∞(x))}− = 0. Мы видим, что коэффициент при yN−1

в выражениях (1.26) и (1.27) является многочленом относительно переменной

x, принимающем вид −w1(x), где w1(x) = {µ(x)S1(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x))}+.

Предположим, что коэффициенты при yN−k, 1 < k ≤ l также является

многочленом относительно переменной x. Обозначим эти многочлены как

(−1)kwk(x). Несложно убедиться, что эти многочлены определяются соотно-

шением (1.25), где 1 < k ≤ l. Коэффициент при yN−(l+1) в выражении (1.26)

равен (−1)l+1µ(x)sl+1(y1,∞(x), . . ., yN,∞(x)). Используя соотношение (1.23),

мы находим

µ(x)sl+1(y1,∞(x), . . . , yN,∞(x)) =
1

l + 1

l+1∑
j=1

(−1)j−1µ(x)sl+1−jSj. (1.29)

В соответствии с предположением индукции, мы заключаем, что элементы

µ(x)sl+1−j, 1 ≤ j ≤ l + 1 являются многочленами относительно переменной

x, совпадающими с wl+1−j(x), 1 ≤ j ≤ l + 1. Следовательно, как следует из

условия (1.24), где k = l+1, коэффициент при yN−(l+1) является многочленом

относительно переменной x. В результате выражение (1.26) представляет

собой многочлен F (x, y) из кольца C[x, y].
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В заключение установим, что многочлен F (x, y) является алгебраиче-

ским инвариантом уравнения (1.9). Рассмотрим неприводимый множитель

f(x, y) ∈ C[x, y]\C[x] многочлена F (x, y). Пусть x(t) является непостоянным

решением уравнения f(x, xt) = 0. По построению любой ряд Пюизе yj0,∞(x)

с центром в точке x = ∞, удовлетворяющий уравнению f(x, y(x)) = 0,

совпадает с одним из формальных рядов, описанным в условии настоящей

теоремы. Следовательно, все ряды Пюизе с центром в точке x = ∞, появляю-

щиеся в факторизации многочлена f(x, y) над полем C∞{x}, удовлетворяют

уравнению (1.11). Более того, по теореме Ньютона – Пюизе каждый из этих

рядов сходится в некоторой (проколотой) окрестности (с разрезом) точки

x = ∞. Используя единственность аналитического продолжения, мы делаем

вывод, что любое решение y(x) уравнения f(x, y(x)) = 0 также удовлетворяет

уравнению (1.11). Вспоминая связь уравнений (1.11) и (1.9), мы видим, что

функция x(t) удовлетворяет уравнению (1.9). Тот же вывод справедлив и для

всех неприводимых делителей многочлена F (x, y).

Предположим, что старший по отношению к переменной y коэффициент

алгебраического инварианта F (x, y) не зависит от переменной x, тогда без

потери общности мы можем считать, что выполнено соотношение µ(x) = 1.

Повторяя доказательство Теоремы 1.4 для этого частного случая, убеждаемся

в справедливости следующей леммы.

Лемма 1.5. Многочлен F (x, y) ∈ C[x, y]\C[x] степени N ∈ N относительно

переменной y и с единичным старшим коэффициентом по отношению к той

же переменной y является алгебраическим инвариантом уравнения (1.9)

тогда и только тогда, когда существует N рядов Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x)

из поля C∞{x}, которые удовлетворяют уравнению (1.11) и соотношениям{
N∑
j=1

ykj (x)

}
−

= 0, 1 ≤ k ≤ N. (1.30)
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Соотношения (1.24) и в частном случае (1.30) представляют собой необ-

ходимые и достаточные условия существования алгебраических инвариантов.

Эти соотношения получены из условия (1.15) и могут использоваться на вто-

ром шаге метода при построении алгебраической системы.

Задача нахождения условий, которым удовлетворяет двумерная полино-

миальная система обыкновенных дифференциальных уравнений (1.1), имею-

щая инвариантные алгебраические кривые, ранее рассматривалась Дж. Ча-

варригой (J. Chavarriga) и др., см. [70]. Метод работы [70] также использует

локальные свойства решений системы (1.1) и связанного с ней уравнения

(1.4). Условия, полученные Дж. Чаварригой (J. Chavarriga) и сооавторами,

являются необходимыми, но не достаточными. Отметим некоторые другие

статьи [71–73], в которых рассматривались алгебраические функции, асимп-

тотические ряды в приложении к задачам построения инвариантных алгеб-

раических кривых и первых интегралов систем вида (1.1).

Рассмотрим доминантный баланс W [y(x), x] уравнения (1.11) в точке

x = ∞. Пусть этот баланс порождает ряд Пюизе вида (1.13), удовлетворяю-

щий исследуемому уравнению. Напомним, что выражениеW [y(x), x] представ-

ляет собой сумму некоторых дифференциальных мономов уравнения (1.11).

Методы выделения доминантных балансов алгебраических обыкновенных

дифференциальных уравнений описаны в работах [3, 67,68]. Также отметим,

что доминантный член b0xn0/n1 рассматриваемого ряда Пюизе является реше-

нием уравнения W [y(x), x] = 0. Производная по Гато баланса W [y(x), x] на

решении y(x) = b0x
r, r = n0/n1 определяется соотношением

δW

δy
[b0x

r, x] = lim
s→0

W [b0x
r + sxr−l, x] −W [b0x

r, x]

s
= U(l)xr̃, (1.31)

где r̃ ∈ Q и U(l) – это многочлен относительно l с коэффициентами, зави-

сящими от b0 и параметров баланса W [y(x), x]. Нули многочлена U(l) назы-

вают показателями Ковалевской или индексами Фукса баланса W [y(x), x]

на функции y(x) = b0x
r. Если многочлен U(l) тождественно равен нулю,
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то необходимо в уравнении (1.11) сделать замену y(x) = b0x
r + w(x) и ис-

кать соответствующий баланс и показатели Ковалевской для получившегося

уравнения. При выполнении условий совместности неотрицательные рацио-

нальные показатели Ковалевской порождают произвольные коэффициенты

рассматриваемого ряда Пюизе [3,67,68]. Пусть ряд Пюизе имеет хотя бы один

произвольный коэффициент. В этом случае мы будем говорить не об одном

ряде Пюизе, а о семействе рядов Пюизе.

Если все ряды Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющие уравнению (1.11),

имеют единственным образом определенные показатели степеней и коэффици-

енты, то степени по отношению к переменной y неприводимых алгебраических

инвариантов уравнения (1.9) ограничены числом попарно различных рядов

Пюизе. Это утверждение было доказано ранее, см. Теорему 1.1. Следователь-

но, алгебраическая система, получаемая с помощью условий (1.24), включает

только параметры исходного уравнения и, возможно, нули многочлена µ(x),

которые также связаны с существованием рядов Пюизе из полей Cx0
{x},

x0 ∈ C, удовлетворяющих уравнению (1.11) и обладающих определенными

свойствами согласно Лемме 1.4. Далее рассмотрим гораздо более трудный слу-

чай. Пусть уравнению (1.11) удовлетворяет семейство рядов Пюизе из поля

C∞{x}, обладающих произвольными коэффициентами, связанными с нали-

чием рациональных неотрицательных показателей Ковалевской. При этом

предполагаем, что показатели степеней таких рядов определяются единствен-

ным образом. Заранее неизвестно, сколько раз это семейство появляется в

представлении (1.14). Рассмотрим одно из таких семейств с произвольными

коэффициентами bl1, . . ., blJ , 0 ≤ l1 < l2 < . . . < lJ . Предположим, что в пред-

ставлении (1.14) этот ряд встречаетсяM раз, гдеM ∈ N. Коэффициенты (b(m)
l1

,

. . ., b(m)
lJ

), m ∈ {1, . . . ,M} будут присутствовать в алгебраической системе.

Основная трудность состоит в том, что нужно найти не только эти коэффици-

енты, но и число M . Отметим, что кортежи (b(m)
l1

, . . ., b(m)
lJ

), m ∈ {1, . . . ,M}
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должны быть попарно различными, если алгебраический инвариант F (x, y)

неприводим в кольце C[x, y]. В силу инвариантности многочлена F (x, y) отно-

сительно перестановок рядов Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x), мы заключаем, что

многочлен F (x, y) наследует инвариантность по отношению к перестановкам

кортежей (b(m)
l1

, . . ., b(m)
lJ

), m ∈ {1, . . . ,M}. Подставляя ряд Пюизе вида (1.13)

в уравнение (1.11), несложно получить рекуррентные соотношения, которым

удовлетворяют его коэффициенты. Анализируя подобные соотношения, мы

видим, что коэффициенты bl, где l ≥ 2, полиномиально зависят от коэффици-

ентов b1, . . ., bl−1. Следовательно, в алгебраической системе, за исключением

некоторых вырожденных случаев, можно перейти от неизвестных (b(m)
l1

, . . .,

b
(m)
lJ

), m ∈ {1, . . . ,M} к инвариантам

Bα =
M∑

m=1

J∏
k=1

(
b
(m)
lk

)αk

, (1.32)

где α = (α1, . . . , αK) ∈ Z×NK−1
0 – это мульти-индекс. Если l1 ̸= 0, то α1 ∈ N0.

Вырожденные случаи, отмеченные выше, могут появляться только при вы-

полнении условия l1 = 0. Таким образом, переменные M и {Bα} должны

быть добавлены к списку неизвестных. Далее необходимо изучить структуру

полиномиального идеала, порожденного алгебраической системой в кольце

многочленов по переменным, включающим параметры исходного уравнения,

возможные нули многочлена µ(x), {Bα} иM . По построению следует отобрать

решения, удовлетворяющие условию M ∈ N. Если несколько семейств рядов

Пюизе с центром в точке x = ∞, имеющих единственным образом опреде-

ленные показатели степеней и произвольные коэффициенты, появляются в

представлении (1.14), то переменные {Bα} и M должны быть введены для

каждого такого семейства.

Ранее было доказано, см. Теорему 1.2, что не может существовать более

одного неприводимого алгебраического инварианта уравнения (1.9) такого,

что ряд Пюизе из поля C∞{x}, который удовлетворяет уравнению (1.11) и
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имеет единственным образом определенные показатели степеней и коэффи-

циенты, появляется в разложении на множители многочлена F (x, y) в кольце

C∞{x}[y]. Следовательно, задача нахождения и классификации неприводи-

мых алгебраических инвариантов с представлением (1.14), в котором все ряды

Пюизе обладают коэффициентами, не определяемыми с помощью уравнения

(1.11), является наиболее сложной. Следующая теорема может быть использо-

вана при практическом решении алгебраической системы в подобных случаях.

Теорема 1.5. Рассмотрим систему алгебраических уравнений вида

M∑
m=1

(βm)k = Mϱk, k ∈ N, (1.33)

где β1, . . . , βM ∈ C, M ∈ N — неизвестные величины, а {ϱk} — заданные ком-

плексные числа. Пусть при некотором M0 ∈ N эта система имеет решение

(β1, . . . , βM0
), для которого выполнено βm1

̸= βm2
при m1 ̸= m2. Тогда другие

решения системы существуют лишь при следующих значениях параметра

M : M = lM0, где l ∈ N \ {1}. При этом решения состоят из l повторений

для каждого элемента из кортежа (β1, . . . , βM0
). Кортежи, полученные

друг из друга перестановкой элементов, считаются эквивалентными. Мы

учитываем только одного представителя из каждого класса эквивалентно-

сти.

Доказательство. Несложно убедиться, что для каждого решения с попарно

различными элементами кортежа (β1, . . . , βM0
) существует кратное решение.

Покажем, что система (1.33) не может иметь других решений. Доказательство

проведем методом от противного. Пусть при M = M1 существует решение (β̃1,

. . . , β̃M1
) такое, что или M1 ̸= lM0, или M1 = lM0 и кортеж (β̃1, . . . , β̃M1

) не

совпадает с кортежем, описанным в условии теоремы. Заметим, что величины,

стоящие с левой стороны от знака равенства в системе (1.33), представляют
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собой степенные суммы переменных в кольце C[β1, . . . , βM ]:

pk =
M∑

m=1

(βm)k . (1.34)

Хорошо известно, что элементарные симметрические многочлены

ek =
∑

1≤m1<m2<···<mk≤M

βm1
βm2

. . . βmk
, (1.35)

единственным образом выражаются через степенные суммы. Далее рассмот-

рим следующее алгебраическое уравнение степени M2 = M0M1:

sM2 − e1 (β1, . . . , βM2
) sM2−1 + e2 (β1, . . . , βM2

) sM2−2

+ · · · + (−1)M2eM2
(β1, . . . , βM2

) = 0.
(1.36)

По построению это уравнение имеет два различных множества решений, а

именно: M1 кратных корней для каждого элемента кортежа (β1, . . . , βM0
) и

M0 кратных корней для каждого элемента кортежа (β̃1, . . . , β̃M1
). Множе-

ство решений алгебраического уравнения над полем C с одним неизвестным

единственно. Это противоречие доказывает теорему.

После того как проведена классификации рядов Пюизе, удовлетворяю-

щих уравнению (1.11), вычисление алгебраических инвариантов становится

полностью алгебраическим. Мы видели, что такой подход дает бесконечную

алгебраическую систему. Благодаря теореме Гильберта о базисе на практике

достаточно рассмотреть лишь конечное число уравнений. Описанный в этом

разделе метод будем называть методом рядов Пюизе.

Поясним на примере, как Теорема 1.5 используется при доказательстве

единственности неприводимых алгебраических инвариантов. Предположим,

что уравнению (1.11), связанному с исследуемым уравнением преобразовани-

ем xt = y(x), x(t) = x, удовлетворяет p ∈ N семейств рядов Пюизе из поля

C∞{x}. Также предположим, что выполнены следующие условия:
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1. доминантное поведение рядов определяется соотношением y
(l)
∞ (x) = b

(l)
0

xn0/p, где n0 и p – взаимно простые натуральные числа, а коэффици-

енты {b(l)0 , l = 0, . . . , p− 1} являются попарно различными решениями

алгебраического уравнения (b0)
p − A = 0, A ∈ C \ {0};

2. рассматриваемые ряды имеют единственные положительный рациональ-

ный показатель Ковалевской: l0 = k0/p, где k0 ∈ N;

3. не существует рядов Пюизе из поля C∞{x}, отличных от {y(l)∞ (x), l =

0, . . . , p− 1} и удовлетворяющих уравнению (1.11);

4. для любого x0 ∈ C все ряды Пюизе из поля Cx0
{x}, удовлетворяю-

щие уравнению (1.11), имеют неотрицательные показатели степеней в

доминантных членах.

С помощью Теоремы 1.1 и Леммы 1.3 мы представляем неприводимые

алгебраические инварианты в виде

F (x, y) =

{
M∏

m=1

p−1∏
l=0

[
y − y(l)m,∞(x)

]}
+

, (1.37)

где введен дополнительный индекс m для того, чтобы различать ряды с

различными коэффициентами b
(l)
k0,m

. Таким образом, ряды Пюизе y(l)m,∞(x),

l = 0, . . . , p− 1 выглядят следующим образом:

y(l)m,∞(x) =
+∞∑
n=0

b(l)n,mx
n0−n

p , l = 0, . . . , p− 1. (1.38)

Ряды
{
y
(l)
m,∞(x), l = 0, . . . , p− 1

}
с фиксированным индексомm должны быть

сопряжены по отношению к друг другу. Соответственно, произвольный коэф-

фициент каждого ряда имеет вид

b
(l)
k0,m

= βm

(
b
(l)
0

)(n0+k0) mod p

, βm ∈ C, (1.39)
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где символом mod обозначен оператор взятия остатка от деления. Отметим,

что в явном виде мы не указываем индекс m для коэффициентов, одинаковых

при всех значений m. Число M ∈ N заранее неизвестно. Оно может быть

найдено следующим образом. Используя Лемму 1.5, мы приходим к условию{
M∑

m=1

p−1∑
l=0

[
y(l)m,∞(x)

]k}
−

= 0, k ∈ N. (1.40)

Коэффициенты рядов Пюизе (1.38) зависят от βm полиномиально. Следова-

тельно, уравнения алгебраической системы, которые получаются из условия

(1.40), имеют вид
K∑
k=0

δkCk = 0, (1.41)

где переменные {δk} зависят от параметров исходного уравнения и перемен-

ных {Ck}, определяемых соотношениями

Ck =
M∑

m=1

(βm)k, k ∈ N0. (1.42)

При этом справедливо равенство C0 = M . Заметим, что определение (1.42)

симметрических многочленов отличается от определения (1.32) на несуще-

ственный мультипликативный множитель. Поскольку каждый ряд Пюизе

имеет лишь один произвольный коэффициент и нам нет смысла использо-

вать два индекса, мы записываем индекс m снизу в выражении (1.42). Этот

индекс является аналогом верхнего индекса m в выражении (1.32). Предпо-

ложим, что при решении алгебраической подсистемы мы находим C1 = ϱ1M

и C2 = ϱ2M , где ϱ2 = ϱ21. При этом могут возникать ограничения на пара-

метры исходного уравнения. Положим β1 = ϱ1 и вычислим многочлен F (x, y)

с помощью соотношения (1.37), содержащего p сопряженных рядов Пюизе

y
(l)
1,∞(x), l = 0, . . . , p− 1. Далее предположим, что уравнение F (x, y(x)) = 0

совместно с уравнением (1.11). В этом случае мы находим

Ck = (ϱ1)
kM, k ∈ N. (1.43)
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Таким образом, алгебраическая система

M∑
m=1

(βm)k = (ϱ1)
kM, k ∈ N (1.44)

имеет решение M = 1, β1 = ϱ1. Из Теоремы 1.5 следует, что нет других реше-

ний с попарно различными значениями переменных β1, . . . , βM . Напомним,

что переменные β1, . . . , βM должны принимать попарно различные значения

в связи с тем, что тем же самым свойством обладают ряды Пюизе, появляю-

щиеся в представлении (1.37). Следовательно, не существует других неприво-

димых алгебраических инвариантов кроме тех, которые задаются уравнением

F (x, y) = 0, где M = 1.

Если уравнение F (x, y(x)) = 0 при M = 1 не совместно с уравнением

(1.11) или выполнено следующее условие ϱ2 ̸= ϱ21, то необходимо рассмотреть

последующие алгебраические уравнения, которые возникают из условия (1.40)

и не принадлежат идеалу, порождаемому рассмотренными ранее уравнениями.

Предположим, что, решая новую алгебраическую подсистему, мы находим

C1 = ϱ1M , C2 = ϱ2M и C3 = ϱ3M , где выполнены следующие ограничения

2ϱ1 = δ1 + δ2, 2ϱ2 = δ21 + δ22, 2ϱ3 = δ31 + δ32 (1.45)

и параметры δ1 и δ2 различны. Как и в предыдущем случае, мы проверя-

ем совместность уравнений F (x, y(x)) = 0 и (1.11). Теперь в разложении

многочлена F (x, y) на множители стоят 2p попарно различных рядов Пюизе

y
(l)
m,∞(w), l = 0, . . . , p − 1, m = 1, 2. Ряды Пюизе с одинаковым индексом

j сопряжены друг другу. Параметры β1 и β2 равны δ1 и δ2 соответственно.

При получении явного выражения для многочлена F (x, y) мы используем

оператор проектирования {·}+. Если совместное уравнение F (x, y(x)) = 0

существует, то мы получаем уравнения

Ck =
1

2

(
δk1 + δk2

)
M, k ∈ N. (1.46)
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Изучая алгебраическую систему

M∑
m=1

(βm)k =
1

2

(
δk1 + δk2

)
M, k ∈ N, (1.47)

мы видим, что она имеет следующее решение: M = 2, β1 = δ1 и β2 = δ2. В

силу Теоремы 1.5 заключаем, что нет других решений при попарно различ-

ных значениях переменных β1, . . . , βM . Таким образом, все неприводимые

алгебраические инварианты определяются многочленом F (x, y) при M = 2.

Далее вспомним, что число M конечно. Следовательно, продолжая вы-

числения по описанному выше алгоритму, мы можем найти все неприводимые

алгебраические инварианты исследуемого уравнения.

Автору неизвестны методы, отличные от метода рядов Пюизе, позволяю-

щие находить не некоторые, а все неприводимые алгебраические инварианты

для широких классов автономных полиномиальных обыкновенных диффе-

ренциальных уравнений порядка выше второго (k > 2). Сравним метод рядов

Пюизе с другими методами построения алгебраических инвариантов для ал-

гебраических обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка

(k = 2) и двумерных полиномиальных дифференциальных систем. Напомним,

что алгебраические инварианты порождают инвариантные алгебраические

кривые соответствующей системы дифференциальных уравнений. Наиболее

часто используемыми методами являются метод неопределенных коэффици-

ентов, метод Лагутинского [74] и алгоритм, основанный на разложении век-

торного поля, связанного с с исходной системой, на весооднородные компонен-

ты [3]. Метод Лагутинского требует вычисления некоторых полиномиальных

определителей, которые, как правило, являются очень громоздкими. Этот ме-

тод получил дальнейшее развитие в работах [75–77]. Метод неопределенных

коэффициентов и метод Лагутинского не позволяют провести классификацию

неприводимых алгебраических инвариантов за исключением некоторых триви-

альных случаев. Действительно, эти методы требуют априорную информацию
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о верхней оценке для степеней неприводимых алгебраических инвариантов.

Метод разложения векторного поля на весооднородные компоненты приводит

к бесконечной последовательности уравнений в частных производных. Не су-

ществует хорошо проработанного алгоритма поиска полиномиальных решений

таких систем, если изучаемая дифференциальная система и соответствующее

ей неавтономное обыкновенное дифференциально уравнение первого порядка

не обладают свойствами конечности. В то же время метод рядов Пюизе сводит

рассматриваемую задачу к решению алгебраической системы, что является

значительным преимуществом предлагаемого в диссертационной работе ме-

тода. Еще одним достоинством метода рядов Пюизе является тот факт, что

для многих дифференциальных систем он позволяет определять значения сте-

пеней неприводимых алгебраических инвариантов без выполнения сложных

вычислений. Это сравнение показывает, что метод рядов Пюизе является мощ-

ным инструментом поиска и классификации инвариантных алгебраических

кривых и соответствующих алгебраических инвариантов.

Метод рядов Пюизе успешно применялся в работах [78–82].

1.5 Проблема Пуанкаре

Как и при построении инвариантных алгебраических кривых для поли-

номиальных систем дифференциальных уравнений вида (1.1), основная труд-

ность при классификации алгебраических инвариантов заданного семейства

уравнений (1.9) обусловлена отсутствием априорной информации о степенях

неприводимых инвариантов. Напомним, что поиск оценки сверху для степеней

неприводимых инвариантных алгебраических кривых двумерных полиноми-

альных дифференциальных систем называют проблемой Пуанкаре. Проблему

Пуанкаре несложно обобщить с двумерного случая на случай алгебраических

инвариантов и автономных обыкновенных дифференциальных уравнений про-
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извольных порядков. Рассмотрим множество обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений вида (1.9), параметризованное некоторым набором коэффи-

циентов. Проблему нахождения оценки сверху для степеней неприводимых

алгебраических инвариантов уравнений (1.9) из заданного множества будем

называть проблемой Пуанкаре для рассматриваемого множества уравнений.

Многочлен H, стоящий слева от знака равенства в выражении (1.11),

можно представить в виде суммы дифференциальных мономов вида

H =
∑
j

Mj, Mj[y(x), x] = αjx
j0yj1

{
dy

dx

}j2

. . .

{
dk−1y

dxk−1

}jk

. (1.48)

В этом выражении символом j = (j0, . . . , jk) ∈ Nk+1
0 обозначен мульти–

индекс и αj ∈ C. Числа g = j1 + . . . + jk, κ = j2 + 2j3 + . . . + (k − 1)jk

и τ = j2 + 2j3 + . . . + (k − 1)jk − j0 называют степенью, порядком и обоб-

щенным порядком дифференциального монома Mj соответственно. Будем

говорить, что классическая проблема Пуанкаре для множества уравнений

(1.9) заключается в поиске равномерной верхней оценки, зависящей только

от степеней, порядков и обобщенных порядков дифференциальных мономов

уравнений (1.11), полученных из исходных уравнений, и не зависящей от

коэффициентов.

Пусть уравнение вида (1.11) обладает следующими свойствами конечно-

сти:

1. существует лишь конечное число рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовле-

творяющих заданному уравнению;

2. существует лишь конечное число комплексных чисел x0 ∈ C и конечное

число рядов Пюизе из поля C∞{x0}, удовлетворяющих заданному урав-

нению и имеющих отрицательные показатели степеней в доминантных

мономах.

63



Символом Af,f обозначим множество автономных полиномиальных обык-

новенных дифференциальных уравнений вида (1.9) такое, что для каждого

уравнения из этого множества приведенное уравнение (1.11) обладает указан-

ными выше свойствами конечности.

Теорема 1.6. Для дифференциальных уравнений (1.9) из множества Af,f

проблема Пуанкаре в классической постановке имеет решение.

Доказательство. Рассмотрим уравнение (1.11), связанное преобразованием

y(x) = xt, x = x(t) с некоторым автономным полиномиальным обыкновен-

ным дифференциальным уравнением (1.9) из множества Af,f . Для уравнения

(1.11) построим многоугольники Ньютона в переменных (x, y) и (x − x0, y),

где x0 ∈ C. Поскольку это уравнение обладает описанными выше свойства-

ми конечности, мы заключаем, что доминантные члены всех рядов Пюизе

вида (1.13) и (1.12), где n0 < 0, удовлетворяющих уравнению (1.11), порожда-

ются ребрами соответствующих многоугольников Ньютона. Это означает, что

показатели степеней доминантных членов определяются степенями, порядка-

ми и обобщенными порядками дифференциальных мономов уравнения (1.11).

Пусть многочлен F (x, y) с факторизацией (1.14) является неприводимым ал-

гебраическим инвариантом изучаемого уравнения. Используя Лемму 1.4, мы

видим, что степень многочлена µ(x) в представлении (1.14) ограничена сверху

числом, зависящим от показателей степеней доминантных членов соответству-

ющих рядов Пюизе с центрами в конечных точках. Анализируя представление

(1.14), мы можем заключить, что существует равномерная верхняя оценка для

степеней неприводимых алгебраических инвариантов уравнения (1.9) и эта

оценка зависит от степеней, порядков и обобщенных порядков дифференци-

альных мономов уравнения (1.11).

Необходимо подчеркнуть, что проблема Пуанкаре может не иметь реше-
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Рис. 1.1: Многоугольник Ньютона дифференциального уравнения (1.54) при

β ̸= 0.

ния для дифференциальных уравнений третьего и более высоких порядков.

Например, многочлен F (x, y) = y−xl, где l ∈ N – произвольный параметр, яв-

ляется неприводимым алгебраическим инвариантом следующего множества

обыкновенных дифференциальных уравнений третьего порядка, состоящего

из одного уравнения:

xxtxttt − 2xx2tt + x2txtt = 0. (1.49)

Таким образом, проблема Пуанкаре для уравнения (1.49) не разрешима как в

классической, так и в общей постановке. Отметим, что многоугольники Ньюто-

на уравнения (1.49) и его неавтономной редукции вырождаются в точки. Для

дифференциальных уравнений второго порядка проблема Пуанкаре всегда

имеет решение в предположении отсутствия рационального первого интегра-

ла [36]. Если проблема Пуанкаре не разрешима в классической постановке,

то верхняя оценка для степеней неприводимых алгебраических инвариантов

зависит от коэффициентов уравнений. Пример такого множества уравнений

будет приведен в Разделе 3.3.
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1.6 Бегущие волны для уравнения Курамото – Сива-

шинского и его обобщения

В качестве примера найдем все неприводимые алгебраические инвариан-

ты в переменных бегущей волны для дисперсионного уравнения Курамото –

Сивашинского

uτ + ussss + σusss + αuss − 120uus = 0 (1.50)

и модифицированного уравнения Курамото – Сивашинского

uτ + ussss + σusss + αuss − 120u2us = 0. (1.51)

Уравнение Курамото – Сивашинского и его обобщения встречаются в

различных областях науки. Эти уравнения описывают длинные волны на

границе раздела двух вязких жидкостей, длинные волны на тонких плен-

ках, дрейфовые волны в плазме, взаимодействие нелинейных импульсов в

дисперсионно–диссипативных средах, системы реакции–диффузии [83–86] и

т. д.

Выполняя подстановку u(s, τ) = x(t) + v0/120, t = s + v0τ в уравне-

нии (1.50) и интегрируя получившееся соотношение, получаем обыкновенное

дифференциальное уравнение третьего порядка

xttt + σxtt + αxt − 60x2 + β = 0. (1.52)

Аналогично после подстановки u(s, τ) = x(t), t = s + v0τ в уравнение (1.51)

находим

xttt + σxtt + αxt − 40x3 + v0x+ β = 0. (1.53)

В этих уравнениях параметр β появился в результате интегрирования. Все па-

раметры и независимая переменная t предполагаются комплекснозначными.

При этом физический интерес в первую очередь представляют веществен-

нозначные ограниченные на прямой t ∈ R решения. Отметим, что локальные
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N Алгебраический инвариант F (x, y), y = xt Параметры

1 y3 − 27α2

5776x
2 + ( 27α4

4170272 + 27α
38 x

2)y − 27x4 β = − 15α3

27436 ,

− 27α3

54872x
2 − 27α6

12043745536 σ = 0

2 y3 − 27α2

5776x
2 − ( 729α4

4170272 −
27α
38 x

2)y − 27x4 β = 165α3

27436 ,

+27α3

2888x
2 − 8019α6

12043745536 σ = 0

3 y3 + (3σ4 x+ σ4

4608)y2 + (3σ
2

16 x
2 + σ5

9216x+ σ8

63700992)y α = 47σ2

144 ,

−27x4 − σ3

64x
3 + σ9

764411904x+ σ12

5283615080448 β = 5σ6

995328

4 y3 + (3σ4 x+ 141σ4

1048576)y2 + (81σ
2

512 x
2 + 15σ5

262144x α = 73σ2

256 ,

+ 711σ8

137438953472)y − 27x4 − 5σ3

5124x
3 + 3σ6

134217728x
2 β = 135σ6

67108864

+ 45σ9

137438953472x+ 2133σ12

72057594037927936

5 y3 + (3σ4 x−
3σ4

5120)y2 − 27x4 + 7σ3

320x
3 + (3β2 − 3σ6

409600)x2 α = σ2

16

+( 3σ9

131072000 −
3βσ3

1280 )x+ βσ6

409600 −
β2

48 −
7σ12

167772160000

Таблица 1.1: Неприводимые алгебраические инварианты F (x, y) уравнения

Курамото – Сивашинского (1.50) в переменных бегущей волны.

свойства решений уравнений (1.52) и (1.53) принципиально различны. Исполь-

зуя методы Пенлеве, мы видим, что существуют ряды Лорана в окрестности

подвижных полюсов, удовлетворяющие уравнению (1.52). Наличие этого свой-

ства является необходимым условием существования непостоянных мероморф-

ных точных решений для уравнения (1.52). В то же время методы, описанные

в работах [42,87–93], показывают, что уравнение (1.53) не может иметь непо-

стоянных мероморфных решений. Мероморфные решения уравнения (1.52)

были найдены Ю. Курамото (Y. Kuramoto) [83] и Н.А. Кудряшовым [94]. А. Н.

В. Хон (A. N. W. Hone) обосновал единственность эллиптических решений [95].

А.Э. Еременко доказал, что уравнение (1.52) не имеет других трансцендент-

ных мероморфных решений, кроме решений, найденных ранее Ю. Курамото

(Y. Kuramoto) и Н.А. Кудряшовым [42]. В этом разделе мы покажем, что все

алгебраически инвариантные решения уравнения (1.52) являются мероморф-
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Рис. 1.2: Многоугольник Ньютона дифференциального уравнения (1.55) при

β ̸= 0.

ными функциями. Проблема построения точных решений уравнения (1.53)

является гораздо более сложной. Ранее были найдены лишь некоторые се-

мейства точных решений [96]. Мы проведем классификацию алгебраически

инвариантных решений уравнения (1.53).

Подставляя соотношения (1.10) в уравнения (1.52) и (1.53), мы находим

следующие неавтономные обыкновенные дифференциальные уравнения вто-

рого порядка:

y2yxx + yy2x + σyyx + αy − 60x2 + β = 0, (1.54)

y2yxx + yy2x + σyyx + αy − 40x3 + v0x+ β = 0 (1.55)

соответственно. Применим метод рядов Пюизе для нахождения всех непри-

водимых алгебраических инвариантов уравнений (1.52) и (1.53). Напомним,

что алгоритмы нахождения рядов Пюизе, удовлетворяющих алгебраическим

обыкновенным дифференциальным уравнениям, описаны в книгах [3,32,68].

Примеры построения и классификации асимптотических рядов Лорана и Пю-

изе приведены в работах [67,97,98].

Теорема 1.7. Единственными неприводимыми алгебраическими инва-

риантами уравнения (1.52) являются многочлены, приведенные в Таблице

1.1.
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Доказательство. Будем искать доминантные балансы уравнения (1.54). Вы-

полняя преобразование x 7→ x− x0, найдем доминантные балансы для точки

x0 ∈ C. Эти балансы порождают следующие уравнения:

y2yxx + yy2x = 0;

y2yxx + yy2x + β − 60x20 = 0, β − 60x20 ̸= 0;

y2yxx + yy2x + σyyx + αy − 120x0(x− x0) = 0, β − 60x20 = 0, x0 ̸= 0;

y2yxx + yy2x + σyyx + αy = 0, β = 0, x0 = 0;

αy − 60x2 = 0, α ̸= 0, β = 0, x0 = 0;

σyyx − 60x2 = 0, α = 0, β = 0, σ ̸= 0, x0 = 0;

y2yxx + yy2x − 60x2 = 0, α = 0, β = 0, σ = 0, x0 = 0.

Подставляя степенную функцию y(x) = c0x
r, где c0 ̸= 0, r ∈ Q, в полученные

уравнения, мы видим, что не существует степенных решений, для которых

выполнено r < 0. Таким образом, для всех конечных точек x0 ∈ C и рядов

Пюизе вида (1.12), которые удовлетворяют уравнению (1.54), справедливо

неравенство n0 ≥ 0. Из Леммы 1.3 следует, что, не ограничивая общности,

многочлен µ(x) в представлении (1.14) может быть выбран в виде µ(x) = 1.

Многоугольник Ньютона уравнения (1.54) приводится на Рисунке 1.5.

Среди всех обобщенных граней этого многоугольника только ребру [Q2, Q3]

соответствует доминантный баланс, порождающий ряды Пюизе с центром в

точке x = ∞. Соответствующее этому балансу уравнение уравнение и его

степенные решения имеют вид

[Q2, Q3] : y2yxx + yy2x − 60x2 = 0, yj,∞(x) = b
(j)
0 x4/3, j = 1, 2, 3, (1.56)

где b(1)0 , b(2)0 и b(3)0 являются различными корнями уравнения b30−27 = 0. Вычис-

ляя показатели Ковалевской, находим l1,2 = (13 ±
√
−71)/6. Следовательно,

существуют ровно три различных ряда Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворя-
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ющие уравнению (1.54). Эти ряды выглядят следующим образом:

yj,∞(x) = b
(j)
0 x

4
3 +

∞∑
l=1

b
(j)
l x

4−l
3 , j = 1, 2, 3. (1.57)

Используя Теорему 1.1, найдем общее представление для неприводимых ал-

гебраических инвариантов уравнения (1.52). В результате получим

F (x, y) =

{
3∏

j=1

(
y − b

(j)
0 x

4
3 − o

(
x

4
3

))nj

}
+

. (1.58)

Из неприводимости алгебраических инвариантов следуют равенства nj = 1

или nj = 0, j = 1, 2, 3. Поскольку все три сопряженных ряда должны при-

сутствовать в разложении многочлена F (x, y) на множители, мы приходим

к единственному возможному варианту nj = 1, j = 1, 2, 3. Далее вычислим

тринадцать первых коэффициентов b(j)k , 1 ≤ k ≤ 13 для каждого из рядов

yj,∞(x), j = 1, 2, 3. Требуя, чтобы коэффициенты при мономах ymxl, m = 0,

1, 2, l < 0, появляющихся в разложении многочлена F (x, y) на множители в

кольце C∞{x}[y], обращались в нуль, мы находим ограничения на параметры

исходного уравнения, необходимые для существования алгебраических инва-

риантов. Эти ограничения приведены в третьем столбце Таблицы 1.1. Для

нахождения явных выражения для алгебраических инвариантов используем

формулу (1.58). Проверяя совместность уравнений (1.54) и F (x, y(x)) = 0,

убеждаемся, что построенные алгебраические инварианты действительно су-

ществуют при найденных ограничениях.

Алгебраически инвариантные решения, заданные алгебраическими ин-

вариантами из Таблицы 1.1, являются мероморфными функциями. Все эти

решения были найдены ранее [83, 94]. Из Теоремы 1.7 следует, что уравнение

(1.52) не может иметь других алгебраически инвариантных решений.

Далее рассмотрим уравнение (1.53), возникающее как редукция моди-

фицированного уравнения Курамото – Сивашинского (1.51) к переменным

бегущей волны.
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N Алгебраический инвариант F (x, y), y = xt Параметры

1 y3 − 72
7 x

5 + 9v0
13 x

3 +
√
2730v

3/2
0

1690 x2 − 21v20
1690x α = 0, β = 11

√
2730v

3/2
0

15210 ,

−21
√
2730v

5/2
0

1098500 σ = 0

2 y3 − 72
7 x

5 + 9v0
13 x

3 −
√
2730v

3/2
0

1690 x2 − 21v20
1690x α = 0, β = −11

√
2730v

3/2
0

15210 ,

+21
√
2730v

5/2
0

1098500 σ = 0

3 y3 − 72
7 x

5 + 3σ
5 xy

2 + (27σ
2

25 x
2 + 672σ5

3125 )y α = 11σ2

5 , β = 0,

−391σ3

125 x
3 − 672σ6

3125 x v0 = −21σ3

5

4 y3 − 72
7 x

5 + 3σ
5 xy

2 − 4σ3

125x
3 α = 2σ2

25 , β = 0,

v0 = −8σ3

125

5 y3 − 72
7 x

5 + 3σ
5 xy

2 + 3σ2

25 x
2y + σ3

125x
3 α = 71σ2

225 , β = 0,

v0 = 7σ3

225

6 y3 − 72
7 x

5 + 3σ
5 xy

2 + (4σ
2

75 x
2 + 14σ5

2278125)y α = 374σ2

2025 , β = 0,

− 8σ3

3375x
3 − 14σ6

102515625x v0 = −28σ3

6075

Таблица 1.2: Неприводимые алгебраические инварианты F (x, y) модифициро-

ванного уравнения Курамото – Сивашинского (1.51) в переменных бегущей

волны.

Теорема 1.8. Единственными неприводимыми алгебраическими инва-

риантами уравнения (1.53) являются многочлены, приведенные в Таблице

1.2.

Доказательство. Действуя как и при доказательстве Теоремы 1.8, мы ви-

дим, что для всех конечных точек x0 ∈ C и всех рядов Пюизе вида (1.12),

удовлетворяющих уравнению (1.55), выполнено неравенство n0 ≥ 0. Исполь-

зуя Лемму 1.3, полагаем µ(x) = 1. Многоугольник Ньютона уравнения (1.55)

приведен на Рисунке 1.6. Уравнение (1.55) имеет только один доминантный

баланс, порождающий ряды Пюизе с центром в точке x = ∞. Этот баланс

определяется ребром [Q2, Q3]. Соответствующее этому балансу уравнение и
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его степенные решения выглядят следующим образом:

[Q2, Q3] : y2yxx + yy2x − 40x3 = 0, yj,∞(x) = b
(j)
0 x5/3, j = 1, 2, 3, (1.59)

где b(1)0 , b(2)0 и b(3)0 – различные корни алгебраического уравнения 7b30 − 72 = 0.

Показатели Ковалевской l1,2 = (17 ±
√
−131)/6 являются комплекснозначны-

ми. Существует ровно три различных ряда Пюизе из поля C∞{x}, удовлетво-

ряющих уравнению (1.55). Эти ряды имеют вид

yj,∞(x) = b
(j)
0 x

5
3 +

∞∑
l=1

b
(j)
l x

5−l
3 , j = 1, 2, 3. (1.60)

Теорема 1.1 позволяет записать общее представление для неприводимых алгеб-

раических инвариантов уравнения (1.52). В результате получаем соотношение

F (x, y) =

{
3∏

j=1

(
y − b

(j)
0 x

5
3 − o

(
x

5
3

))nj

}
+

. (1.61)

Как в случае уравнения (1.54), необходимо положить nj = 1, j = 1, 2, 3.

Далее составляем алгебраическую систему, требуя, чтобы коэффициенты при

мономах ymxl, m = 0, 1, 2, l < 0, появляющихся в разложении многочлена

F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y], обращались в нуль. В результа-

те решения алгебраической подсистемы находим ограничения на параметры

исходного уравнения, необходимые для существования алгебраических инва-

риантов. Эти ограничения приведены в третьем столбце Таблицы 1.2. Явные

выражения для алгебраических инвариантов могут быть получены с помо-

щью формулы (1.58). В заключение проверяем совместность уравнений (1.55)

и F (x, y(x)) = 0 при найденных ограничениях.

Проинтегрируем обыкновенные дифференциальные уравнения первого

порядка, порождаемые алгебраическими инвариантами из Таблицы 1.2. Род

соответствующих алгебраических кривых равен нулю. Опишем метод нахож-

дения алгебраически инвариантных решений в таком случае. Известно, что
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(a) Решение (1.62) при σ = −1 (b) Решение (1.64) при σ = 1

Рис. 1.3: Алгебраически инвариантные бегущие волны для модифицированно-

го уравнения Курамото – Сивашинского (1.51).

любая алгебраическая кривая F (x, y) = 0, F (x, y) ∈ C[x, y]\C[x] нулевого ро-

да имеет рациональные параметризации [66]. Другими словами, существуют

непостоянные функции X(s), Y (s) ∈ C(s) такие, что подстановка x = X(s) и

y = Y (s) в уравнение F (x, y) = 0 обращает его в тождество. Символом C(s)

мы обозначили поле рациональных функций над C. Возьмем такую парамет-

ризацию. Далее положим s = s(t) и найдем общее решение обыкновенного

дифференциального уравнения Xs(s)st − Y (s) = 0. Это уравнение являет-

ся прямым следствием соотношений y = xt(t) и x = x(t). Алгебраически

инвариантные решения можно представить в виде x(t) = X(s(t)), где s(t) –

общее решение уравнения Xs(s)st−Y (s) = 0. Отметим, что получение явного

представления для функции s(t) может оказаться затруднительным. В этом

случае удобно поменять роли переменных s и t. Будем считать переменную

s независимой, а переменную t – зависимой. Для того чтобы найти общее

решение обыкновенного дифференциального уравнения Y (s)ts −Xs(s) = 0,

необходимо проинтегрировать рациональную функцию Xs(s)/Y (s). В резуль-

тате мы можем получить параметрическое представление для алгебраически

инвариантного решения x(t): x = X(s), t = t(s).

Будем использовать описанный выше алгоритм для нахождения алгеб-
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раически инвариантных решений модифицированного уравнения Курамото –

Сивашинского в переменных бегущей волны (1.53). В случае β = 0 находим

α =
11σ2

5
: u(s, τ) =

√
−42σ3 exp(σt){exp(2σt) − 4}

20{exp(2σt) + 1}3/2
, t = s− 21σ3

5
τ ; (1.62)

α =
2σ2

25
: u(s, τ) =

√
−210σ3 exp

(
σt
5

)
100

{
exp

(
2σt
5

)
+ 1
}3/2 , t = s− 8σ3

125
τ ; (1.63)

α =
71σ2

225
: u(s, τ) =

√
70σ3/2

30
{

exp
(
2σt
15

)
+ 1
}3/2 , t = s+

7σ3

225
τ ; (1.64)

α =
374σ2

2025
: u(s, τ) =

√
−210σ3 exp

(
σt
45

) {
2 exp

(
2σt
45

)
+ 3
}

2700
{

exp
(
2σt
45

)
+ 1
}3/2 , t = s− 28σ3

6075
τ.

(1.65)

В этих выражениях могут быть взяты оба знака для корней. Произвольная

постоянная t0 ∈ C, связанная с инвариантностью уравнения (1.53) относи-

тельно преобразования t 7→ t − t0, опущена. Решения (1.62), (1.63) и (1.65)

вещественнозначны и ограничены на прямой t ∈ R, если σ < 0. В то же время

решение (1.64) вещественнозначно и ограничено на прямой t ∈ R при выпол-

нении условия σ > 0. Графики построенных решений приводятся на Рисунке

5.3. Алгебраически инвариантные решения модифицированного уравнения

Курамото – Сивашинского в случае α = 0, σ = 0, β ̸= 0 и v0 ∈ R не явля-

ются вещественнозначными и ограниченными на прямой t ∈ R. Мы не будем

приводить эти решения в явном виде.

Точные решения в переменных бегущей волны для модифицированно-

го уравнения Курамото – Сивашинского в случаях (α, β) = (2σ2/25, 0) и

(α, β) = (71σ2/225, 0) были найдены в работе [96]. Решения, соответствующие

другим алгебраическим инвариантам из Таблицы 1.2, по-видимому, приводят-

ся впервые.

Заметим, что мы не получили ограничений на скорость бегущих волн

в случае уравнения Курамото – Сивашинского (1.50). Другими словами, па-

раметр v0 является произвольным. Напомним, что скорость v0 появляется
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в решениях посредством соотношений u(s, τ) = x(t) + v0/120, t = s + v0τ .

При этом в случае модифицированного уравнения Курамото – Сивашинского

(1.51) алгебраически инвариантные решения существуют лишь при опреде-

ленных ограничениях на скорость бегущих волн. Эти ограничения приведены

в Таблице 1.8, где для удобства мы выразили параметр β через v0 для первых

двух алгебраических инвариантов и соответствующих решений. Но на самом

деле мы можем представить параметр β как функцию скорости v0.

Другие примеры применения метода рядов Пюизе для уравнений (1.9)

порядков выше второго будут приведены в Разделах 5.5 и 5.6.
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2 Инвариантные алгебраические кривые и инте-

грируемость двумерных автономных полиноми-

альных систем обыкновенных дифференциаль-

ных уравнений

2.1 Интегрируемость по Дарбу и Лиувиллю

В этом разделе нас будет интересовать следующая задача: найти все

значения параметров, при которых заданная многопараметрическая система

дифференциальных уравнений вида (1.1) имеет первый интеграл, представ-

ляющий собой функцию Дарбу или функцию Лиувилля, и построить эти

первые интегралы в явном виде. Далее символом D обозначим открытое

подмножество в C2, имеющее ненулевую меру Лебега.

Определение 2.1. Непостоянную функцию I(x, y): D ⊂ C2 → C называют

первым интегралом системы дифференциальных уравнений (1.1) и связанно-

го с системой векторного поля X на D ⊂ C2, если эта функция постоянна

на всех интегральных кривых (x(t), y(t)) системы, содержащихся в D.

Пусть функция I(x, y) принадлежит множеству непрерывно дифферен-

цируемых на D функций C1(D). Несложно убедиться, что I(x, y) является

первым интегралом системы (1.1) тогда и только тогда, когда эта функция

удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению в частных произ-

водных первого порядка X I = 0.
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Определение 2.2. Функцию M(x, y): D ⊂ C2 → C называют интегрирую-

щим множителем (последним множителем Якоби) системы дифференци-

альных уравнений (1.1) и связанного с этой системой векторного поля X

на D ⊂ C2, если дифференциальная форма M(x, y)(P (x, y)dy−Q(x, y)dx) яв-

ляется точной в D. Другими словами, существует функция I(x, y) из мно-

жества C1(D) такая, что выполнено следующее соотношение: M(x, y)(P (x,

y)dy −Q(x, y)dx) = dI(x, y).

Если интегрирующий множительM(x, y) принадлежит множеству C1(D),

то функция M(x, y) является решением линейного дифференциального урав-

нения в частных производных первого порядка XM = −divXM , где симво-

лом divX обозначена дивергенция векторного поля X : divX = Px +Qy.

Хорошо известно, что в некоторой окрестности неособой точки система

(1.1) и векторное поле X всегда имеют голоморфный первый интеграл. С

геометрической точки зрения векторное поле X можно выпрямить в окрест-

ности неособой точки [99,100]. Существование формальных и аналитических

первых интегралов в окрестностях особых точек может быть изучено с по-

мощью теории нормальных форм, предложенной А. Пуанкаре (H. Poincaré).

Существенный вклад в развитие теории нормальных форм внесли А. Дю-

лак (H. Dulac) [101], А. Д. Брюно [102]. Некоторые современные обобщения

представлены в книге [36], см. также [100]. Однако, эти результаты носят

локальный характер и, как правило, не могут быть непосредственно исполь-

зованы для построения глобальных первых интегралов в явном виде, если

последние существуют на D ⊂ C2.

Дадим определение функции Лиувилля [7,16]. Дифференциальным полем

(K,∆) будем называть поле функций K характеристики нуль и множество

коммутирующих операторов дифференцирования ∆ = {δj}, определенных на

K. Элементы s ∈ K такие, что ∀δ ∈ ∆ ⇒ δs = 0 образуют подполе, называем

полем констант C(K,∆).
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Расширение дифференциального поля (K,∆) определяется как диф-

ференциальное поле (K̃, ∆̃), для которого выполнены следующие свойства:

K ⊂ K̃ и ∀δ̃ ∈ ∆̃ ⇒ δ̃|K ∈ ∆. Символом K̃/K обозначим дифференциальное

расширение (K̃, ∆̃) дифференциального поля (K,∆). Рассмотрим диффе-

ренциальное расширение K̃/K. Элемент s ∈ K̃ называют алгебраическим

элементом над K, если существует ненулевой многочлен w с коэффициента-

ми из K такой, что w(s) = 0. В противном случае элемент s ∈ K̃ называют

трансцендентным элементом над K. В свою очередь, расширение K̃/K на-

зывают алгебраическим, если любой элемент K̃ алгебраичен над K. Пусть s

является элементом дифференциального поля K̃. Символом K(s) обозначим

минимальное дифференциальное поле, содержащее K и s.

Далее будем предполагать, что ∆ = ∆̃. Расширение L/K является расши-

рением Лиувилля дифференциального поля (K,∆), если существует конечная

последовательность дифференциальных полей K = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ KM =

L такая, что Kj+1 = Kj(s) и выполнено одно из следующих условий:

1. s является алгебраическим элементом над Kj;

2. s является трансцендентным элементом над Kj, таким что ∀δ ∈ ∆ ⇒

δs ∈ Kj;

3. s является трансцендентным элементом над Kj, таким что ∀δ ∈ ∆ ⇒
δs

s
∈ Kj.

В качестве начального поля K выберем поле рациональных функций

K = C(x, y) с обычными операторами дифференцирования ∆ = {∂x, ∂y}. Рас-

смотрим расширение Лиувилля L/K этого дифференциального поля, такое

что C(L, ∆) = C. Любой элемент поля L будем называть функцией Лиувилля.

Функция G(x, y) называется функцией Дарбу, если ее можно представить

в виде

G(x, y) = F d1
1 (x, y) . . . F dr

r (x, y) exp{R(x, y)}, (2.1)
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где F1(x, y) ∈ C[x, y], . . ., Fr(x, y) ∈ C[x, y], R(x, y) ∈ C(x, y), d1, . . . , dr ∈

C. Любая функция Дарбу является функцией Лиувилля. Обратное, вообще

говоря, неверно.

Будем говорить, что система (1.1) и соответствующее ей векторное поле

X интегрируемы по Дарбу (Лиувиллю), если существует D ⊂ C2, такое

что система (1.1) и векторное поле X имеют на D ⊂ C2 первый интеграл,

являющийся функцией Дарбу (Лиувилля). Подобные первые интегралы будем

называть первыми интегралами Дарбу (Лиувилля).

Рассматривая элементарные расширения поля рациональных функций

C(x, y), мы можем определить элементарные первые интегралы. Элементар-

ные расширения строятся аналогично расширениям Лиувилля. В данном

случае мы добавляем алгебраические элементы или трансцендентные элемен-

ты, являющиеся результатом действия экспоненциальной или логарифмиче-

ской функций на элементы полей предыдущих шагов [7]. Существует метод

построения элементарных первых интегралов, называемый методом Прелля–

Зингера [103]. Этот метод позволяет находить элементарный первый интеграл

или доказывать его отсутствие для заданной системы вида (1.1), если извест-

на оценка сверху для степеней неприводимых инвариантных алгебраических

кривых. Поскольку любая элементарная функция является функцией Лиувил-

ля, мы не будем отдельно рассматривать элементарные первые интегралы.

Однако, ввиду физической значимости, мы будем выделять первые интегралы

Дарбу в классе первых интегралов Лиувилля. При достаточно общих предпо-

ложениях система (1.1), интегрируемая с элементарным первым интегралом,

также имеет и первый интеграл Дарбу [104].

Исследование интегрируемости по Дарбу и Лиувиллю системы дифферен-

циальных уравнений (1.1) и связанного с ней векторного поля X может быть

сведено к задаче построения всех неприводимых инвариантных алгебраиче-

ских кривых и всех экспоненциальных инвариантов с линейно независимыми
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собственными значениями [16, 17]. Далее подробно рассмотрим эту теорию,

известную как теорию интегрируемости Дарбу.

Определение инвариантной алгебраической кривой было дано в Разде-

ле 1.1. Многочлены, задающие инвариантные алгебраические кривые, будем

называть алгебраическими инвариантами в соответствии с терминологией

Раздела 1.2. Заметим, что теперь многочлены, не зависящие от переменной

y, также могут являться алгебраическими инвариантами. Собственное значе-

ние λ(x, y) ∈ C[x, y] инвариантной алгебраической кривой F (x, y) = 0 будем

называть собственным значением соответствующего алгебраического инва-

рианта F (x, y) ∈ C[x, y]. Лемма 1.1 позволяет сделать следующий вывод.

Объединение множества всех существующих одновременно алгебраических

инвариантов некоторой системы дифференциальных уравнений (1.1) и мно-

жества C образует коммутативную полугруппу относительно умножения.

Определение 2.3. Функцию E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)], где g(x, y) и

f(x, y) взаимно простые многочлены из кольца C[x, y], будем называть экс-

поненциальным инвариантом системы дифференциальных уравнений (1.1) и

связанного с ней векторного поля X , если выполнено условие XE = ϱ(x, y)E,

где ϱ(x, y) ∈ C[x, y].

Многочлен ϱ(x, y) называют собственным значением (кофактором) экс-

поненциального инварианта E(x, y). Несложно убедиться в том, что произве-

дение экспоненциальных инвариантов E1(x, y) и E2(x, y) с собственными зна-

чениями ϱ1(x, y) и ϱ2(x, y) соответственно является также экспоненциальным

инвариантом, собственное значение которого равно ϱ(x, y) = ϱ1(x, y)+ϱ2(x, y).

В рамках теории интегрируемости можно рассматривать только такие экс-

поненциальные инварианты, для которых степень собственного значения

ϱ(x, y) не превосходит числа d − 1, см. [18, 35]. Известно, что многочлен

f(x, y) ∈ C[x, y] \ C, стоящий в знаменателе экспоненциального инвариан-

та E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)] системы дифференциальных уравнений (1.1)
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и связанного с ней векторного поля X , является алгебраическим инвариантом

рассматриваемой системы и векторного поля [17]. Более того, экспоненциаль-

ный инвариант E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)] по своему смыслу представляет

собой кратный алгебраический инвариант. Действительно, предположим, что

исследуемая система имеет два алгебраических инварианта вида f(x, y) = 0

и f(x, y) + εg(x, y) = 0, ε ∈ C. Тогда мы находим

lim
ε→0

[
f(x, y) + εg(x, y)

f(x, y)

] 1
ε

= exp

[
g(x, y)

f(x, y)

]
. (2.2)

Некоторые дополнительные аспекты понятия кратности для алгебраических

инвариантов и соответствующих инвариантных алгебраических кривых рас-

смотрены в работе [75].

Следующие теоремы лежат в основе современной теории интегрируемо-

сти Дарбу.

Теорема 2.1. Полиномиальная система дифференциальных уравнений (1.1)

и соответствующее векторное поле X интегрируемы по Дарбу тогда и

только тогда, когда они имеют рациональный интегрирующий множитель.

Необходимость существования рационального интегрирующего множи-

теля [105] была установлена Дж. Чаварригой (J. Chavarriga) с соавторами.

Обратное утверждение [104] было доказано К. Кристофером (C. Christopher)

с соавторами.

Теорема 2.2. Полиномиальная система дифференциальных уравнений (1.1)

и соответствующее векторное поле X интегрируемы по Лиувиллю тогда и

только тогда, когда они имеют интегрирующий множитель, являющийся

функцией Дарбу.

Доказательство Теоремы 2.2 было проведено [16] М.Ф. Зингером (M.F.

Singer).
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Теорема 2.3. Полиномиальная система дифференциальных уравнений (1.1)

и соответствующее векторное поле X имеют первый интеграл Дарбу

I(x, y) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y) exp

{
S(x, y)

T (x, y)

}
, d1, . . . , dK ∈ C, (2.3)

где F1(x, y), . . ., FK(x, y) – взаимно простые неприводимые многочлены из

кольца C[x, y], S(x, y) и T (x, y) – взаимно простые многочлены из кольца

C[x, y], тогда и только тогда, когда функция E(x, y) = exp{S(x, y)/T (x, y)}

является экспоненциальным инвариантом системы (1.1) и многочлены F1(x,

y), . . ., FK(x, y) являются алгебраическими инвариантами системы (1.1)

такими, что тождественно выполнено условие
K∑
j=1

djλj(x, y) + ϱ(x, y) = 0. (2.4)

В этом выражении λj(x, y) – это собственное значение алгебраического

инварианта Fj(x, y) и ϱ(x, y) – это собственное значение экспоненциального

инварианта E(x, y).

Теорема 2.3 является следствием классической теории интегрируемости

Дарбу, см. [3, 36,106].

Теорема 2.4. В предположениях Теоремы 2.3 функция Дарбу

M(x, y) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y) exp

{
S(x, y)

T (x, y)

}
, d1, . . . , dK ∈ C (2.5)

представляет собой интегрирующий множитель полиномиальной системы

дифференциальных уравнений (1.1) и соответствующего векторного поля

X тогда и только тогда, когда функция E(x, y) = exp{S(x, y)/T (x, y)} яв-

ляется экспоненциальным инвариантом системы (1.1) и многочлены F1(x,

y), . . ., FK(x, y) являются алгебраическими инвариантами системы (1.1)

такими, что тождественно выполнено условие
K∑
j=1

djλj + ϱ(x, y) = −divX . (2.6)
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Теорема 2.4 была доказана [17] К. Кристофером (C. Christopher). На

основе приведенных выше теорем был разработан следующий метод решения

проблемы интегрируемости по Дарбу и Лиувиллю для заданной системы (1.1)

и векторного поля X :

1. на первом шаге необходимо построить все взаимно простые неприводи-

мые алгебраические инварианты и все экспоненциальные инварианты с

линейно независимыми собственными значениями;

2. на втором шаге необходимо найти или доказать отсутствие комплекс-

ных чисел d1, . . ., dK таких, что тождественно выполнено условие (2.4)

или (2.6); многочлен ϱ(x, y), появляющийся в соотношениях (2.4) и (2.6),

равен сумме собственных значений экспоненциальных инвариантов, най-

денных на первом шаге.

Отметим, что в научной литературе существуют оценки для числа попар-

но различных инвариантов, обеспечивающих существование рациональных

первых интегралов, а также первых интегралов Дарбу и Лиувилля [19,36,52].

Первый шаг этого алгоритма является чрезвычайно сложным вследствие

отсутствия универсального решения проблемы Пуанкаре. Далее покажем, что

метод рядов Пюизе делает первый шаг более простым и наглядным. Более

того, явное представление для собственных значений инвариантных алгебра-

ических кривых, которое будет получено в Теореме 2.5, для многих диффе-

ренциальных систем позволяет проводить классификацию инвариантов не в

общем случае, а при определенных ограничениях на параметры систем.

Используя алгебраическую замкнутость поля рядов Пюизе C∞{x}, най-

дем общее представление в кольце C∞{x}[y] для многочленов, задающих

инвариантные алгебраические кривые и их собственные значения. Несложно

убедиться, что область определения операторов проектирования {S(x, y)}+ и
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{S(x, y)}− может быть расширена на кольцо рядов Пюизе с центром в точ-

ке y = ∞, коэффициенты которых принадлежат полю C∞{x}. Обозначим

это кольцо символом C∞{x}[{y}]. Таким образом, справедливо соотношение

{S(x, y)}+ ∈ C[x, y], где S(x, y) ∈ C∞{x}[{y}].

Теорема 2.5. Пусть неприводимый многочлен F (x, y) ∈ C[x, y]\C[x] опреде-

ляет инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0 полиномиальной си-

стемы дифференциальных уравнений (1.1) и векторного поля X . Тогда мно-

гочлен F (x, y) и собственное значение λ(x, y) ∈ C[x, y] инварианта F (x, y)

имеют вид

F (x, y) =

{
µ(x)

N∏
j=1

{y − yj,∞(x)}

}
+

, (2.7)

λ(x, y) =

{
P (x, y)

+∞∑
m=0

L∑
l=1

νl(xl)
m

xm+1
+

+∞∑
m=0

N∑
j=1

{Q(x, y) − P (x, y)∂xyj,∞}(yj,∞)m

ym+1

}
+

,

(2.8)

где y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) – попарно различные ряды Пюизе из поля C∞{x},

удовлетворяющие уравнению (1.4), x1, . . ., xL – попарно различные нули

многочлена µ(x) ∈ C[x] с кратностями ν1, . . ., νL ∈ N соответственно

и L ∈ N ∪ {0}. Кроме того, степень многочлена F (x, y) относительно

переменной y не превосходит числа различных рядов Пюизе из C∞{x}, удо-

влетворяющих уравнению (1.4), если это число конечно. Пусть µ(x) = µ0,

где µ0 ∈ C, тогда L = 0 и первый ряд отсутствует в выражении для

собственного значения λ(x, y).

Доказательство. Представление (2.7) для многочлена F (x, y), определяюще-

го инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0, получено в Теореме 1.1.

Нам нужно вывести только соотношение (2.8). Рассмотрим разложение на

множители в кольце C∞{x}[y] многочлена F (x, y):

F (x, y) = µ(x)
N∏
j=1

{y − yj,∞(x)} . (2.9)
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В свою очередь, разложим на множители многочлен µ(x) ∈ C[x]:

µ(x) =
L∏
l=1

(x− xl)
νl, νl ∈ N, L ∈ N ∪ {0}. (2.10)

Если выполнено µ(x) = µ0, где µ0 ∈ C, то положим L = 0. Из соотношения

(2.9) находим равенства

∂xF

F
=
∂xµ

µ
−

N∑
j=1

∂xyj,∞
y − yj,∞

,
∂yF

F
=

N∑
j=1

1

y − yj,∞
. (2.11)

Разложим логарифмические производные ∂x lnF и ∂y lnF в ряды Лорана в

окрестности точки y = ∞. Подставляя получившиеся выражения в уравнение

в частных производных XF (x, y) = λ(x, y)F (x, y), находим

λ(x, y) =
+∞∑
m=0

N∑
j=1

{Q(x, y) − P (x, y)∂xyj,∞}(yj,∞)m

ym+1
+ P (x, y)

+∞∑
m=0

L∑
l=1

νl(xl)
m

xm+1
,

где логарифмическая производная

∂x lnµ =
L∑
l=1

νl
x− xl

(2.12)

также разложена в ряд Лорана в окрестности точки x = ∞. Далее вспомина-

ем, что собственное значение λ(x, y) является многочленом из кольца C[x, y].

В результате приходим к соотношению (2.8).

Заметим, что переменные x и y в Теореме 2.5 можно поменять ролями.

Кроме того, представления (2.7) и (2.8) для многочленов, задающих инвари-

ант и его собственное значение, остаются справедливыми, если убрать тре-

бование неприводимости. В этом случае в соответствующих представлениях

могут появляться совпадающие ряды Пюизе.

Из Теорем 2.1–2.4 мы видим, что выражение (2.8) для собственного зна-

чения инварианта, полученное в Теореме 2.5, чрезвычайно важно для теории
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интегрируемости. Это связано с тем, что до явного нахождения инвариантов

подстановка выражения вида (2.8) в соотношения (2.4) или (2.6) позволяет

находить необходимые условия интегрируемости по Дарбу или Лиувиллю.

Соответственно, инварианты можно классифицировать не в общем случае, а

при найденных условиях.

Далее рассмотрим задачу нахождения экспоненциальных инвариантов.

Получим некоторые полезные необходимые условия существования экспонен-

циальных инвариантов с неполиномиальными аргументами.

Теорема 2.6. Пусть многочлен f(x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] определяет инва-

риантную алгебраическую кривую f(x, y) = 0 с собственным значением

λ(x, y) ∈ C[x, y] системы дифференциальных уравнений (1.1) и векторного

поля X . Если существует многочлен g(x, y) ∈ C[x, y] взаимно простой с

многочленом f(x, y) такой, что данная система и векторное поле имеют

экспоненциальный инвариант E = exp(g/f), то для каждого непостоянного

ряда Пюизе yj,∞(x) из поля C∞{x}, удовлетворяющего уравнению f(x, y) = 0,

существует число q ∈ Q такое, что формальное разложение в ряд Пюизе с

центром в точке x = ∞ для функции λ(x, yj,∞(x))/P (x, yj,∞(x)) имеет вид

λ(x, yj,∞(x))

P (x, yj,∞(x))
=

+∞∑
k=n

bkx
− k

n , bn = q. (2.13)

Доказательство. Подставляя функцию E = exp(g/f) в уравнение в частных

производных XE(x, y) = ϱ(x, y)E(x, y) и учитывая равенство X f(x, y) =

λ(x, y)f(x, y), мы находим соотношение

Pgx +Qgy = λg + ϱf. (2.14)

Напомним, что символом O∞ мы обозначаем нулевой элемент поля C∞{x}.

Далее рассмотрим ряд Пюизе G(x) = g(x, yj,∞(x)), полученный подстановкой

ряда y = yj,∞(x) в многочлен g(x, y). В силу взаимной простоты многочленов
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f(x, y) и g(x, y) справедливо условие G(x) ̸= O∞. Поскольку ряд yj,∞(x)

удовлетворяет уравнениям (1.4) и f(x, yj,∞(x)) = 0, мы получаем систему

P (x, yj,∞(x))gx(x, yj,∞(x)) +Q(x, yj,∞(x))gy(x, yj,∞(x)) = λ(x, yj,∞(x))G(x),

gx(x, yj,∞(x)) + (yj,∞)xgy(x, yj,∞(x)) =
dG(x)

dx

Рассматривая эти уравнения как линейную неоднородную систему по отно-

шению к переменным gx(x, yj,∞(x)) и gy(x, yj,∞(x)), мы видим, что ее опреде-

литель равен нулю. В результате мы приходим к уравнению

P (x, yj,∞(x))
dG

dx
− λ(x, yj,∞(x))G(x) = 0. (2.15)

Выберем открытое связное подмножество в области сходимости ряда Пюизе,

полученного подстановкой ряда yj,∞(x) в функцию λ(x, y) /P (x, y), такое, что

соответствующий ряд сходится равномерно. Решая уравнение (2.15) на этом

подмножестве, находим

G(x) = exp

[∫
λ(x, yj,∞(x))

P (x, yj,∞(x))
dx

]
. (2.16)

Отметим, что справедливо условие P (x, yj,∞(x)) ̸= O∞. Действительно, пред-

полагая противное P (x, yj,∞(x)) = O∞, мы получаем равенство Q(x, yj(x)) =

O∞, которое противоречит взаимной простоте многочленов P (x, y) и Q(x, y).

Поскольку G(x) в выражении (2.16) является рядом Пюизе с центром в точке

x = ∞, мы находим требуемое представление.

Теорема 2.6 будет использована в Разделе 3.2 при доказательстве отсут-

ствия экспоненциальных инвариантов для полиномиальных дифференциаль-

ных систем Льенара в нерезонансном случае.

В связи с нашим подходом необходимо отметить интересное исследова-

ние [107], проведенное А. Гориэли (A. Goriely). В отмеченной работе суще-

ствование алгебраических первых интегралов связывается с рядами Пюи-
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зе, удовлетворяющими исходной системе обыкновенных дифференциальных

уравнений.

2.2 Неавтономные первые интегралы Дарбу и послед-

ние множители Якоби с зависящим от времени экс-

поненциальным множителем

Изучение автономных первых интегралов и автономных интегрирующих

множителей может ограничивать общность рассмотрения, даже если исход-

ная система дифференциальных уравнений автономна. Неавтономные первые

интегралы в общем случае будут исследоваться в Разделе 4, где даются все

необходимые определения. Целью настоящего раздела является исследова-

ние проблемы нахождения неавтономных первых интегралов и неавтономных

интегрирующих множителей специального вида.

Пусть D ⊂ C3 является открытым подмножеством в C3, имеющем нену-

левую меру Лебега. Непостоянная функция I(x, y, t): D → C называется

неавтономным первым интегралом системы (1.1) и векторного поля X , если

она постоянна на всех интегральных кривых (x(t), y(t), t) неавтономного век-

торного поля ∂t + X , лежащих в D. Неавтономный первый интеграл I(x, y, t)

из множества C1(D) удовлетворяет следующему линейному дифференциаль-

ному уравнению в частных производных (∂t + X )I = 0. Неавтономным ин-

тегрирующим множителем (или последним множителем Якоби) системы

(1.1) и векторного поля X называют функцию M(x, y, t) : D → C из множе-

ства C1(D), удовлетворяющую линейному дифференциальному уравнению в

частных производных

Mt + XM = −divXM. (2.17)

Здесь символом divX мы опять обозначили дивергенцию векторного поля X :

divX = Px + Qy. Далее покажем, что существование неавтономных первых
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интегралов и последних множителей Якоби вида G(x, y) exp(ωt), где G(x, y) –

функция Дарбу и ω ∈ C \ {0}, тесно связано с существованием и свойствами

инвариантов системы.

Теорема 2.7. Полиномиальная система дифференциальных уравнений (1.1)

и соответствующее векторное поле X имеют неавтономный первый инте-

грал вида

I(x, y, t) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y) exp

{
S(x, y)

R(x, y)

}
exp (ωt), ω, d1, . . . , dK ∈ C, (2.18)

где F1(x, y), . . ., FK(x, y) – взаимно простые неприводимые многочлены из

кольца C[x, y], S(x, y) и T (x, y) – взаимно простые многочлены из кольца

C[x, y], тогда и только тогда, когда функция E(x, y) = exp{S(x, y)/T (x, y)}

является экспоненциальным инвариантом системы (1.1) и многочлены F1(x,

y), . . ., FK(x, y) являются алгебраическими инвариантами системы (1.1)

такими, что тождественно выполнено условие

K∑
j=1

djλj(x, y) + ϱ(x, y) + ω = 0. (2.19)

В этом выражении λj(x, y) – это собственное значение алгебраического

инварианта Fj(x, y) и ϱ(x, y) – это собственное значение экспоненциального

инварианта E(x, y).

Эта теорема при ограничении ω = 0 становится Теоремой 2.3. Доказа-

тельство Теоремы 2.7 аналогично доказательству Теоремы 2.8, которое будет

дано ниже.

Теорема 2.8. В предположениях Теоремы 2.7 функция Дарбу с зависящим

от времени экспоненциальным множителем

M(x, y, t) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y) exp

{
S(x, y)

R(x, y)

}
exp (ωt), ω, d1, . . . , dK ∈ C (2.20)
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представляет собой последний множитель Якоби полиномиальной системы

дифференциальных уравнений (1.1) и соответствующего векторного поля

X тогда и только тогда, когда функция E(x, y) = exp{S(x, y)/T (x, y)} яв-

ляется экспоненциальным инвариантом системы (1.1) и многочлены F1(x,

y), . . ., FK(x, y) являются алгебраическими инвариантами системы (1.1)

такими, что тождественно выполнено условие
K∑
j=1

djλj(x, y) + ϱ(x, y) + ω = −divX . (2.21)

Доказательство. Достаточность условий теоремы проверяется непосредствен-

ной подстановкой выражений (2.20) и (2.21) в уравнение в частных производ-

ных (2.17) для последнего множителя Якоби.

Установим необходимость. Пусть функция M(x, y, t), определяемая вы-

ражением (2.20), является последним множителем Якоби системы (1.1). Под-

ставляя выражение (2.20) в уравнение (2.17), разделим результат наM(x, y, t).

Придем к соотношению
K∑
j=1

dj
XFj

Fj
+

XS
R

− SXR
R2

+ ω = −divX . (2.22)

Избавляясь от знаменателей, находим

R2
K∑
j=1

djXFj

K∏
m=1,m ̸=j

Fm +RXS
K∏
j=1

Fj − SXR
K∏
j=1

Fj

= −(divX + ω)R2
K∏
j=1

Fj.

(2.23)

Выберем индекс j0 такой, что 1 ≤ j0 ≤ K. Собирая выражения при различ-

ных степенях многочлена Fj0(x, y), мы видим, что или Fj0(x, y) делит XFj0,

или Fj0(x, y) делит R(x, y). В первом случае многочлен Fj0(x, y) является ал-

гебраическим инвариантом. Покажем, что это утверждение справедливо и во

втором случае. Разложим многочлен R(x, y) на множители. Получим пред-

ставление R(x, y) = Fm
j0

(x, y)r(x, y), гдеm ∈ N и многочлены Fj0(x, y) и r(x, y)
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взаимно просты. Найдем коэффициент, стоящий при многочлене Fj0(x, y) в

выражении (2.23). Мы видим, что многочлен Fj0(x, y) делит XFj0Sr. При этом

многочлен Fj0(x, y) не может являться ни делителем S(x, y), ни делителем

r(x, y). Следовательно, Fj0(x, y) делит XFj0.

Таким образом, мы доказали, что многочлены F1(x, y), . . ., FK(x, y) яв-

ляются алгебраическими инвариантами системы (1.1). Собственное значение

алгебраического инварианта Fj(x, y) обозначено символом λj(x, y). Подстав-

ляя равенство XFj(x, y) = λj(x, y)Fj(x, y) в выражение (2.23), получим

R2
N∑
j=1

djλj +RXS − SXR = −(divX + ω)R2. (2.24)

Собирая коэффициенты при различных степенях многочлена R(x, y), мы ви-

дим, что R(x, y) делит SXR. Поскольку многочлены R(x, y) и S(x, y) взаимно

просты, мы можем сделать вывод, что многочлен R(x, y) является алгебра-

ическим инвариантом системы (1.1). Обозначим собственное значение этого

инварианта символом λR(x, y). В результате получим

R

N∑
j=1

djλj + XS − SλR = −(divX + ω)R. (2.25)

Несложно заметить, что многочлен XS−SλR делится на R и, следовательно,

может быть представлен в виде XS − SλR = ϱR, где ϱ(x, y) – некоторый

многочлен. Вычисляя X exp{S(x, y)/R(x, y)}, находим

X exp

{
S(x, y)

R(x, y)

}
= ϱ(x, y) exp

{
S(x, y)

R(x, y)

}
. (2.26)

Тогда функция exp{S(x, y)/R(x, y)} является экспоненциальным инвариан-

том системы (1.1) с собственным значением ϱ(x, y). Более того, из соотноше-

ния (2.25) следует, что собственные значения λ1(x, y), . . ., λK(x, y) и ϱ(x, y)

удовлетворяют условию (2.21). Теорема доказана.

Первые интегралы вида (2.18) будем называть неавтономными первыми
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интегралами Дарбу. Аналогично, последние множители Якоби вида (2.20)

будем называть неавтономными множителями Дарбу – Якоби.

Алгоритм поиска неавтономных первых интегралов Дарбу и неавтоном-

ных множителей Дарбу – Якоби отличается от алгоритма, представленного

в Разделе 2.1, только условиями (2.4) и (2.6), которые должны быть соответ-

ственно заменены на условия (2.19) и (2.21).

Проблема поиска последних множителей Якоби для обыкновенных диф-

ференциальных уравнений детально рассматривалась М.К. Нуччи (M. C. Nuc-

ci) и ее соавторами [108–110]. Если для обыкновенного дифференциального

уравнения второго порядка известен последний множитель Якоби, то суще-

ствуют простой метод построения функции Лагранжа или лагранжиана [108].

Лагранжевы представления для дифференциальных уравнений позволяют

применять подходы и методы, разработанные в рамках классической механи-

ки.

Рассмотрим систему (1.7) и соответствующее обыкновенное дифферен-

циальное уравнение второго порядка (1.8). Для простоты положим R(x) ≡ 0.

Функция Лагранжа L(x, y, t) этой системы и связанного с ней уравнения

определяется посредством соотношения

∂2

∂y2
L(x, y, t) = M(x, y, t), y = xt, (2.27)

где M(x, y, t) – это последний множитель Якоби этой системы. Интегрируя

уравнение (2.27), получим

L(x, y, t) =

∫ (∫
Mdy

)
dy +

d

dt
p(x, t) + q(x, t), (2.28)

Дифференцируемая функция p(x, t) называется калибровочной и не влияет

на уравнения движения. Функция q(x, t) может быть найдена с помощью

уравнения Лагранжа

d

dt

(
∂

∂y
L(x, y, t)

)
− ∂

∂x
L(x, y, t) = 0. (2.29)
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В общем случае существования только одного независимого неавтономно-

го первого интеграла недостаточно для полной интегрируемости исследуемой

системы (1.1) в рамках теории Дарбу, см. определение интегрируемых неав-

тономных систем, приведенное в Разделе 4.1. Однако знание неавтономного

первого интеграла Дарбу уменьшает порядок исходной системы и в некоторых

случаях может быть использовано для получения явных выражений для об-

щего решения. Примеры будут приведены в Разделах 3.3 и 3.5. В заключение

отметим, что траектории, лежащие в множестве нулевого уровня обратно-

го последнего множителя Якоби M−1(x, y, t) = 1/M(x, y, t), представляют

особый интерес в рамках качественной теории динамических систем [111].

2.3 Локальная теория инвариантов

Этот раздел посвящен локальным приложениям метода рядов Пюизе.

Будем использовать алгебраическую замкнутость полей Cx0
{x}, x0 ∈ C и

C∞{x}, для того чтобы ввести понятие локальных инвариантов, локальных

интегрирующих множителей и локальных первых интегралов. В частности,

локальные алгебраические инварианты будут определяться как элементы од-

ного из колец Cx0
{x}[y] или C∞{x}[y]. Вспоминая общее представление пер-

вых интегралов Дарбу и интегрирующих множителей Дарбу для систем (1.1),

дадим определения локальные первых интегралов и локальных интегрирую-

щих множителей в терминах локальных алгебраических и экспоненциальных

инвариантов аналогично глобальному случаю. Такой подход преследует двоя-

кую цель [112]. Во-первых, локальная теория оказывается чрезвычайно полез-

ной для получения глобальных результатов о существовании инвариантных

алгебраических кривых, экспоненциальных инвариантов и первых интегра-

лов Дарбу или Лиувилля. Во-вторых, эта теория имеет важное значение для

нахождения неалгебраических инвариантных кривых и первых интегралов,
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не являющихся функциями Лиувилля.

Пусть максимальная степень многочленов P (x, y) и Q(x, y) относительно

переменной y равна m ∈ N. Символами pm(x) ∈ C[x] и qm(x) ∈ C[x] обо-

значим коэффициенты многочленов P (x, y) и Q(x, y), стоящие при старшей

степени относительно y, соответственно. Мы видим, что pm(x) ̸≡ 0 и (или)

qm(x) ̸≡ 0. Возьмем некоторую точку x0 расширенной комплексной плоскости

C = C ∪ {∞}. Элементы кольца Cx0
{x}[y] будем называть многочленами

Пюизе. Заметим, что многочлены P (x, y) и Q(x, y) можно рассматривать как

многочлены Пюизе для любого x0 ∈ C. Считая переменную y зависимой,

а переменную x независимой, будем интересоваться формальными рядами

Пюизе y = Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}, удовлетворяющими уравнению (1.4). Мы можем

провести тот же анализ, выбрав переменную x в качестве зависимой.

Определение 2.4. Кривую F (x, y) = 0, где F (x, y) ∈ Cx0
{x}[y] назовем

локальной инвариантной кривой системы (1.1) и векторного поля X , если

выполнено соотношение Ft|F=0 = (PFx +QFy)|F=0 = 0.

Пусть элемент F (x, y) кольца Cx0
{x}[y] определяет локальную инвари-

антную кривую F (x, y) = 0 системы (1.1). Тогда существует многочлен Пюизе

λ(x, y) ∈ Cx0
{x}[y] такой, что справедливо следующее соотношение XF (x, y)

= λ(x, y)F (x, y). По аналогии с алгебраическим случаем, многочлены Пюизе

F (x, y) и λ(x, y) назовем локальным алгебраическим инвариантом и соб-

ственным значением (кофактором) соответствующего локального алгебраи-

ческого инварианта и локальной кривой.

Локальные алгебраические инварианты вида F (x, y) = hx0
(x) и F (x, y) =

y−Yx0
(x), где hx0

(x), Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}, назовем элементарными. Справедлива

следующая теорема.

Теорема 2.9. Элемент F (x, y) = y − Yx0
(x) кольца Cx0

{x}[y] является эле-

ментарным локальным алгебраическим инвариантом системы (1.1) тогда
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и только тогда, когда ряд Пюизе y = Yx0
(x) удовлетворяет уравнению (1.4).

Доказательство. Рассмотрим элементарный локальный алгебраический ин-

вариант y−Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}[y] системы (1.1). Справедливо следующее соотно-

шение: Q(x, y)−P (x, y) ∂xYx0
= λ(x, y)(y− Yx0

), где λ(x, y) ∈ Cx0
{x}[y]. Под-

ставляя y = Yx0
(x) в это соотношение, находим P (x, Yx0

)∂xYx0
−Q(x, Yx0

) = 0.

Следовательно, ряд Yx0
(x) удовлетворяет уравнению (1.4).

Докажем обратное утверждение. Рассмотрим ряд Пюизе Yx0
(x) ∈ Cx0

{x},

удовлетворяющий уравнению (1.4). Мы видим, что выражение X (y − Yx0
) =

Q(x, y) − P (x, y)∂xYx0
является элементом кольца Cx0

{x}[y]. Далее находим

X (y − Yx0
)
∣∣
y=Yx0

(x)
= 0. (2.30)

Согласно определению, элемент F (x, y) = y − Yx0
(x) является элементарным

локальным алгебраическим инвариантом системы (1.1).

Далее покажем, что любой локальный алгебраический инвариант F (x, y)

∈ Cx0
{x}[y] системы (1.1) может быть представлен в виде произведения эле-

ментарных локальных алгебраических инвариантов. Собственное значение

локального алгебраического инварианта F (x, y) является суммой собствен-

ных значений всех сомножителей.

Теорема 2.10. Пусть F (x, y) ∈ Cx0
{x}[y] является локальным алгебраи-

ческим инвариантом системы (1.1). Тогда многочлен Пюизе F (x, y) пред-

ставляет собой произведение F (x, y) =
N∏
j=0

fj(x, y) элементарных локальных

алгебраических инвариантов f0(x, y), . . ., fN(x, y). При этом собственное

значение локального алгебраического инварианта F (x, y) равно сумме соб-

ственных значений всех сомножителей. Такое представление единственно

с точностью до перестановки сомножителей.

Доказательство. Кольцо Cx0
{x}[y] является факториальным. В силу алгеб-

раической замкнутости поля Cx0
{x}, любой элемент F (x, y) можно предста-

95



вить как произведение многочлена нулевой степени f0(x) ∈ Cx0
{x} и много-

членов первой степени {fj(x, y) = y−Yj,x0
(x), Yj,x0

(x) ∈ Cx0
{x}} относительно

переменной y. Таким образом, справедливо равенство F (x, y) =
N∏
j=0

fj(x, y),

где N – это степень многочлена Пюизе F (x, y) относительно y. Пусть λ(x, y) ∈

Cx0
{x}[y] является собственным значением локального алгебраического ин-

варианта F (x, y). Подставляя полученное выше представление в уравнение

XF (x, y) = λ(x, y)F (x, y), находим

N∑
j=0

X fj
N∏

k=0, k ̸=j

fk − λ(x, y)
N∏
k=0

fj = 0. (2.31)

Анализируя коэффициенты при fj0, 0 ≤ j0 ≤ N , мы видим, что многочлен Пю-

изе fj0 делит X fj0. Тогда существует многочлен Пюизе λj0(x, y) ∈ Cx0
{x}[y]

такой, что справедливо равенство X fj0(x, y) = λj0(x, y)fj0(x, y). Следователь-

но, элементы f0(x, y), . . ., fN(x, y) являются элементарными локальными ал-

гебраическими инвариантами системы (1.1). Отметим, что мы не исключаем

возможности fj(x, y) ≡ fk(x, y) при j ̸= k, 1 ≤ j, k ≤ N . Подставляя равен-

ства X fj(x, y) = λj(x, y)fj(x, y), 0 ≤ j ≤ N в уравнение (2.31), получаем

λ(x, y) =
N∑
j=0

λj(x, y). (2.32)

Теорема доказана.

Из Теоремы 2.10 следует, что мы не теряем общности, рассматривая

только элементарные локальные алгебраические инварианты. В дальнейшем

нам потребуется многочлен

W (x, y) = QyP − PyQ. (2.33)

Напомним, что нулевой элемент поля Cx0
{x} обозначается символом Ox0

.

Лемма 2.1. Пусть F (x, y) = y − Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}[y] является элемен-

тарным локальным алгебраическим инвариантом системы (1.1) и qm(x) −
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pm(x)∂xYx0
̸= Ox0

. Тогда собственное значение λ(x, y) этого инварианта

принимает вид

λ(x, y) = {qm(x) − pm(x)∂xYx0
}
m−1∏
j=1

{y − hj(x)} , (2.34)

где ряды Пюизе h1(x), . . ., hm−1(x) из поля Cx0
{x} удовлетворяют уравнению

Q(x, h(x)) − P (x, h(x))∂xYx0
= 0, h(x) = hj(x), 1 ≤ j ≤ m− 1. (2.35)

При этом ряд Пюизе hj0(x) совпадает с рядом Пюизе Yx0
(x) для некоторого

j0 ∈ N, 1 ≤ j0 ≤ m− 1, если выполнено W (x, Yx0
(x)) = Ox0

.

Доказательство. Собственное значение λ(x, y) ∈ Cx0
{x}[y] и ряд Пюизе

Yx0
(x) связаны соотношением

Q(x, y) − P (x, y)∂xYx0
(x) = λ(x, y){y − Yx0

(x)}. (2.36)

Из Теоремы 2.9 следует, что ряд Пюизе Yx0
(x) удовлетворяет уравнению (1.4).

Левая и правая части равенства в соотношении (2.36) делятся на элемент

y − Yx0
(x) кольца Cx0

{x}[y]. Анализируя выражение (2.36), мы видим, что

многочлен Пюизе λ(x, y) имеет степень m− 1 относительно y и коэффициент

при старшей степени равен qm(x) − pm(x)∂xYx0
. Любой нуль собственного

значения λ(x, y) должен одновременно являться нулем выражения, стоящего

в левой части равенства (2.36). Приходим к уравнению (2.35).

Далее предположим, что справедливо соотношение W (x, Yx0
(x)) = Ox0

.

С помощью правила Лопиталя вычислим ряд Пюизе для λ(x, Yx0
(x)). В ре-

зультате находим

λ(x, Yx0
(x)) = lim

y→Yx0

Q(x, y) − P (x, y)(Yx0
)x

y − Yx0
(x)

= Qy(x, Yx0
(x)) − Py(x, Yx0

(x))(Yx0
)x.

(2.37)

В силу того что ряд Пюизе Yx0
(x) удовлетворяет уравнению (1.4), мы по-

лучаем λ(x, Yx0
(x)) = Ox0

. Следовательно, элемент y − Yx0
(x) делит λ(x, y).
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Мы показали, что для некоторого j0 ∈ N, 1 ≤ j0 ≤ m − 1 ряд Пюизе hj0(x)

совпадает с рядом Пюизе Yx0
(x).

Если выполнено соотношение qm(x) − pm(x)∂xYx0
= Ox0

, то степень соб-

ственного значения λ(x, y) относительно y меньше, чем m− 1. В этом случае

коэффициент при старшей степени относительно y многочлена Пюизе λ(x, y)

может быть найден с помощью дальнейшего анализа уравнения (2.36).

Получим еще одно явное представление для собственного значения. Это

представление является аналогом формулы, выведенной в Теореме 2.5 для гло-

бального случая. Введем в рассмотрение оператор проектирования {S(x, y)}+, y,

определяющий полиномиальную часть относительно y элемента S(x, y) ∈

Cx0
{x} [{y}]. Символом Cx0

{x}[{y}] мы обозначили кольцо рядов Пюизе от-

носительно y с центром в точке y = ∞ с коэффициентами из поля Cx0
{x}.

Другими словами, справедливо соотношение {S(x, y)}+, y ∈ Cx0
{x}[y].

Теорема 2.11. Пусть F (x, y) = y − Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}[y] является элемен-

тарным локальным алгебраическим инвариантом системы (1.1). Тогда соб-

ственное значение λ(x, y) этого инварианта и соответствующей элемен-

тарной локальной кривой F (x, y) = 0 имеет вид

λ(x, y) =

{
+∞∑
m=0

{Q(x, y) − P (x, y)∂xYx0
(x)}Y m

x0
(x)

ym+1

}
+, y

. (2.38)

Доказательство. Разделим обе части равенства (2.36) на y − Yx0
(x) и вос-

пользуемся формальным рядом

1

y − Yx0
(x)

=
+∞∑
m=0

(Yx0
(x))m

ym+1
. (2.39)

Учитывая, что собственное значение λ(x, y) является многочленом Пюизе,

получаем требуемое представление.
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Далее рассмотрим элементарные локальные инварианты, не зависящие

от y.

Лемма 2.2. Пусть F (x, y) = hx0
(x), где h(x) ∈ Cx0

{x}, является элемен-

тарным локальным инвариантом системы (1.1). Тогда его собственное зна-

чение имеет вид

λ(x, y) = P (x, y)
∂xhx0

(x)

hx0
(x)

, (2.40)

где правую часть необходимо представить формальным рядом Пюизе с

центром в точке x0.

Эта лемма доказывается непосредственными вычислениями. Аналогично

случаю локальных алгебраических инвариантов, мы можем ввести понятие

локальных экспоненциальных инвариантов.

Определение 2.5. Функцию E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)], где g(x, y) и

f(x, y) являются взаимно простыми многочленами Пюизе, назовем локаль-

ным экспоненциальным инвариантом системы (1.1) и векторного поля X ,

если частное r(x, y) = g(x, y)/f(x, y) удовлетворяет уравнению в частных

производных X r(x, y) = ϱ(x, y), где ϱ(x, y) — многочлен Пюизе.

Заметим, что выражение вида E(x, y) = exp[r(x, y)], r(x, y) ∈ Cx0
{x}(y)

представляет собой элемент расширения дифференциального поля частных

Cx0
{x}(y). Уравнение X r(x, y) = ϱ(x, y) можно переписать следующим обра-

зом: XE(x, y) = ϱ(x, y)E(x, y). Многочлен Пюизе ϱ(x, y) назовем собствен-

ным значением (кофактором) локального экспоненциального инварианта

E(x, y).

Лемма 2.3. Пусть E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)] является локальным экспо-

ненциальным инвариантом системы (1.1). Тогда знаменатель f(x, y) пред-

ставляет собой локальный алгебраический инвариант этой системы.
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Доказательство. Подставляя явное представление локального экспоненци-

ального инварианта в уравнение в частных производных XE(x, y) = ϱ(x, y)

E(x, y), находим

g(x, y)X f(x, y) = f(x, y) [X g(x, y) − ϱ(x, y)f(x, y)] . (2.41)

Элементы f(x, y) и g(x, y) взаимно просты. Следовательно, существует много-

член Пюизе λ(x, y) ∈ Cx0
{x}[y] такой, что справедливо соотношение X f(x, y)

= λ(x, y)f(x, y). Согласно определению f(x, y) – локальный алгебраический

инвариант системы (1.1).

Будем говорить, что локальные экспоненциальные инварианты вида

E(x, y) = exp
[
gl(x)yl

]
, gl(x) ∈ Cx0

{x}, l ∈ N ∪ {0};

E(x, y) = exp

[
u(x, y)

{y − Yx0
(x)}n

]
, u(x, y) ∈ Cx0

{x}[y],

Yx0
(x) ∈ Cx0

{x}, n ∈ N,

(2.42)

где степень многочлена Пюизе u(x, y) меньше или равна n − 1, являются

элементарными локальными экспоненциальными инвариантами.

Рассмотрим локальный экспоненциальный инвариант системы (1.1) вида

E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)]. Для любого α ∈ C \ {0} элемент Eα(x, y) =

exp[αg(x, y)/f(x, y)], также является локальным экспоненциальным инвари-

антом. Локальные экспоненциальные инварианты E1(x, y) = exp[r1(x, y)] и

E2(x, y) = exp[r2(x, y)] будем назвать различными, если для любого α ∈

C \ {0} выполнено условие r1(x, y) − αr2(x, y) ̸= Ox0
, где Ox0

– нулевой эле-

мент поля частных кольца Cx0
{x}[y], а элементы r1(x, y), r2(x, y) принадлежат

этому полю. Справедлива следующая теорема.

Теорема 2.12. Любой локальный экспоненциальный инвариант E(x, y) =

exp[g(x, y) /f(x, y)] системы (1.1) можно представить в виде произведе-

ния попарно различных элементарных локальных экспоненциальных инва-

риантов E1(x, y), . . ., EK(x, y). При этом собственное значение локального
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экспоненциального инварианта E(x, y) равно сумме собственных значений

всех сомножителей. Такое представление единственно с точностью до пе-

рестановки сомножителей.

Доказательство. Кольцо Cx0
{x}[y] является факториальным. Выполним раз-

ложение на простейшие дроби частного двух многочленов Пюизе g(x, y) и

f(x, y) в поле частных этого кольца. Используя тот факт, что элементы

y − Yj,x0
(x) и y − Yk,x0

(x), где Yj,x0
(x) − Yk,x0

(x) ̸= Ox0
, не имеют нетри-

виальных общих делителей, и действуя так же, как и при доказательстве

Теоремы 2.10, мы раскладываем любой локальный экспоненциальный инвари-

ант E(x, y) = exp[g(x, y)/f(x, y)] на произведение элементарных локальных

экспоненциальных инвариантов. Далее повторяем алгоритм доказательства

Теоремы 2.10.

Аналогично случаю локальных алгебраических инвариантов мы не теря-

ем общности, рассматривая только элементарные локальные экспоненциаль-

ные инварианты. Сформулируем полезное необходимое условие существова-

ния элементарных локальных экспоненциальных инвариантов, связанных с

элементарными локальными алгебраическими инвариантами.

Теорема 2.13. Пусть F (x, y) = y − Yx0
(x), где Yx0

(x) ∈ Cx0
{x}, является

элементарным локальным алгебраическим инвариантом системы (1.1) и

имеет собственное значение λ(x, y) ∈ Cx0
{x}[y]. Также предположим, что

при некотором n ∈ N рассматриваемая система имеет элементарный ло-

кальный экспоненциальный инвариант вида E = exp[u(x, y)/{y − Yx0
(x)}n],

где степень многочлена Пюизе u(x, y) ∈ Cx0
{x}[y] меньше или равна n− 1.

Тогда существует число q ∈ Q, такое что формальное разложение в ряд

Пюизе с центром в точке x = x0 для элемента λ(x, Yx0
(x))/P (x, Yx0

(x))

101



имеет вид

x0 = ∞ :
λ(x, Yx0

(x))

P (x, Yx0
(x))

=
+∞∑
k=0

bkx
− k

n0
−1, b0 = q, n0 ∈ N;

x0 ∈ C :
λ(x, Yx0

(x))

P (x, Yx0
(x))

=
+∞∑
k=0

ck(x− x0)
k
n0

−1, c0 = q, n0 ∈ N.
(2.43)

Эта теорема доказывается так же, как и Теорема 2.6.

Исследование существования элементарных локальных экспоненциаль-

ных инвариантов вида E = exp[u(x, y)/{y − Yx0
(x)}n] для заданной системы

(1.1) можно проводить с помощью подстановки представления

u(x, y) =
n−1∑
k=0

uj(x){y − Yx0
(x)}k, uj(x) ∈ Cx0

{x} (2.44)

в уравнение в частных производных XE(x, y) = ϱ(x, y)E(x, y), где для много-

члена Пюизе ϱ(x, y) необходимо записать аналогичное представление. Далее

следует приравнять нулю коэффициенты при различных степенях элемента

{y−Yx0
(x)} и построить систему линейных обыкновенных дифференциальных

уравнений для рядов Пюизе {uj(x), 0 ≤ j ≤ n− 1}. Затем необходимо иссле-

довать существование решений, являющихся рядами Пюизе из поля Cx0
{x}.

Используя Теоремы 2.10 и 2.13, приходим к следующему заключению.

Если система (1.1) имеет глобальный инвариант (алгебраический или экспо-

ненциальный), то для любого x0 ∈ C этот инвариант является произведением

элементарных локальных инвариантов, при этом сумма собственных значений

всех сомножителей является многочленом из кольца C[x, y].

2.4 Интегрируемость по Пюизе

Символом divX = Px +Qy мы обозначаем дивергенцию векторного поля

X , соответствующего дифференциальной системе (1.1). С помощью теории

локальных инвариантов дадим определения формального первого интегра-

ла I(x, y) ̸∈ C и формального интегрирующего множителя M(x, y) системы
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(1.1) и связанного с ней векторного поля X . Мы предполагаем, что эти объ-

екты удовлетворяют уравнениям в частных производных X I(x, y) = 0 и

XM(x, y) = −divX ·M(x, y) соответственно. Операторы дифференцирования

∂x, ∂y и интегрирования ∂−1
x , ∂−1

y опять рассматриваются как формальные

операторы. Также мы будем работать с формальными объектами F α(x, y),

где F (x, y) ∈ Cx0
{x}[y] и α ∈ C \ {0}, которые принадлежат некоторому

дифференциальному расширению поля частных Cx0
{x}(y).

Определение 2.6. Рассмотрим точку x0 ∈ C. Систему дифференциальных

уравнений (1.1) и векторное поле X назовем интегрируемыми по Пюизе в

окрестности прямой {(x0, y), y ∈ C}, если они имеют формальный инте-

грирующий множитель

M(x, y) = exp

{
g(x, y)

f(x, y)

} r∏
j=1

F
dj
j (x, y), r ∈ N ∪ {0}, (2.45)

где F1(x, y), . . ., Fr(x, y), g(x, y) и f(x, y) – многочлены Пюизе из кольца

Cx0
{x}[y] и d1, . . ., dr ∈ C. Многочлены Пюизе g(x, y) и f(x, y) являются

взаимно простыми. Также без ограничения общности предполагаем, что

многочлены Пюизе F1(x, y), . . ., Fr(x, y) являются попарно взаимно просты-

ми.

Отметим, что аналогичные определения, в которых используются сте-

пенные ряды вместо рядов Пюизе, были предложены Дж. Жинне (J. Giné)

и Дж. Ллибре (J. Llibre), см. [113–115]. Такая интегрируемость называется

интегрируемостью по Вейерштрассу. Поля степенных рядов с центрами в раз-

личных точках не обладают алгебраической замкнутостью. Следовательно,

неприводимые локальные алгебраические инварианты над такими полями не

являются необходимо многочленами первой степени по отношению к одной

из переменных. В результате изучение только локальных алгебраических ин-

вариантов первой степени над полями степенных рядов, как это было сделано

в статьях [114,115], ограничивает общность.
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Получим необходимые и достаточные условия интегрируемости по Пюи-

зе.

Теорема 2.14. Система дифференциальных уравнений (1.1) и векторное по-

ле X являются интегрируемыми по Пюизе в окрестности прямой {(x0, y),

y ∈ C} с формальным интегрирующим множителем M(x, y) вида (2.45)

тогда и только тогда, когда интегрирующий множитель M(x, y) пред-

ставляется следующим образом:

M(x, y) = (x− x0)
β0hx0

(x)

N1∏
j=1

{y − Yj,x0
(x)}βj

N2∏
j=1

Ej(x, y),

β0, β1, . . . , βN1
∈ C, N1, N2 ∈ N ∪ {0}

(2.46)

и выполнены условия:

1) Y1,x0
(x), . . ., YN1,x0

(x) ∈ Cx0
{x} – попарно различные ряды Пюизе, удовле-

творяющие уравнению (1.4), которое соответствует системе (1.1);

2) E1(x, y), . . ., EN2
(x, y) – попарно различные элементарные локальные экс-

поненциальные инварианты системы (1.1);

3) hx0
(x) ∈ Cx0

{x} – элементарный локальный алгебраический инвариант

системы (1.1) с постоянным доминантным мономом;

4) собственные значения всех инвариантов удовлетворяют соотношению

β0λ0 +

N1∑
j=1

βjλj(x, y) +

N2∑
j=1

ϱj(x, y) = −divX , (2.47)

где λj(x, y), λ0(x, y), λh(x, y) – собственные значения элементарных ло-

кальных алгебраических инвариантов y − Yx0,j(x), x − x0, hx0
(x) соот-

ветственно и ϱj(x, y) — собственное значение элементарного локального

экспоненциального инварианта Ej(x, y).
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Доказательство. Без ограничения общности докажем теорему для конечных

значений x0. При изучении интегрируемости по Пюизе в окрестности прямой

{(∞, y), y ∈ C)}, в выражении (2.46) необходимо положить x0 = 0.

Пусть {y − Yj,x0
(x) = 0, 1 ≤ j ≤ N1} и {Ej(x, y), 1 ≤ j ≤ N2} являют-

ся элементарными локальными инвариантами системы (1.1) и выполняется

условие (2.47) для собственных значений. Тогда непосредственной проверкой

убеждаемся, что выражение (2.46) представляет собой формальный интегри-

рующий множитель рассматриваемой системы. Этот интегрирующий мно-

житель имеет вид (2.45). Следовательно, система (1.1) и векторное поле X

интегрируемы по Пюизе в окрестности прямой {(x0, y), y ∈ C}.

Докажем обратное утверждение. Используя Теоремы 2.10 и 2.12, мы

можем представить интегрирующий множитель (2.45) в виде

M(x, y) =

N3∏
j=1

v
αj

j,x0
(x)

N1∏
j=1

{y − Yj,x0
(x)}βj E(x, y),

E(x, y) = exp

[
g(x, y)

f(x, y)

]
, β1, . . . , βN1

, α1, . . . , αN3
∈ C,

(2.48)

где g(x, y) и f(x, y) – взаимно простые элементы кольца Cx0
{x}[y], Yj,x0

(x) и

vj,x0
(x) ∈ Cx0

{x}, Yj,x0
(x) − Yk,x0

(x) ̸= Ox0
, k ̸= j. Далее несложно получить

следующее выражение:
N3∏
j=1

v
αj

j,x0
(x) = (x− x0)

β0hx0
(x), β0 ∈ C, hx0

(x) ∈ Cx0
{x}, (2.49)

где старший член ряда hx0
(x) является константой. Поскольку Cx0

{x} – поле,

мы не теряем общности, предполагая, что многочлен Пюизе f(x, y) не име-

ет множителя вида w(x) ∈ Cx0
{x}. Покажем, что элементы x − x0, hx0

(x)

и {y − Yj,x0
(x)} являются элементарными локальными алгебраическими ин-

вариантами и E(x, y) является локальным экспоненциальным инвариантом

системы (1.1) и, следовательно, произведением элементарных локальных экс-

поненциальных инвариантов. Также нам необходимо доказать справедливость

соотношения (2.47).
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Подставляя выражения (2.48) и (2.49) в уравнение в частных производ-

ных XM(x, y) = −divX ·M(x, y), разделим получившееся соотношение на

M(x, y). В результате получим

β0
X (x− x0)

x− x0
+

Xhx0
(x)

hx0
(x)

+

N1∑
j=1

βj
X{y − Yj,x0

(x)}
y − Yj,x0

(x)

+
X g
f

− gX f
f 2

= −divX .

(2.50)

Избавляясь от знаменателей, находим

(x− x0)hx0
f 2

N1∑
j=1

βjX{y − Yj,x0
(x)}

N1∏
m=1,m ̸=j

{y − Ym,x0
(x)}

= −
N1∏
m=1

{y − Ym,x0
(x)}

{
β0hx0

f 2X (x− x0) + (x− x0)(f
2Xhx0

+hx0
fX g − hx0

gX f + hx0
f 2divX )

}
.

(2.51)

Пусть j0 является целым числом, удовлетворяющим неравенству 1 ≤ j0 ≤

N1. Собирая коэффициенты, стоящие при различных степенях элемента y −

Yj0,x0
(x), мы видим, что или y−Yj0,x0

(x) делит X{y−Yj0,x0
(x)} или y−Yj0,x0

(x)

делит f(x, y). В первом случае y−Yj0,x0
(x) является элементарным локальным

алгебраическим инвариантом рассматриваемой системы (1.1). Покажем, что

тот же результат справедлив и во втором случае. Положим f(x, y) = {y −

Yj0,x0
(x)}lr(x, y), где r(x, y) ∈ Cx0

{x}[y], l ∈ N и элемент y−Yj0,x0
(x) не делит

r(x, y). Собирая коэффициенты, стоящие при различных степенях элемента

y − Yj0,x0
(x) в получившемся выражении, мы убеждаемся, что элемент y −

Yj0,x0
(x) делит rgX{y − Yj0,x0

(x)}. При этом элемент y − Yj0,x0
(x) не является

делителем ни g(x, y), ни r(x, y). Следовательно, он делит X{y − Yj0,x0
(x)}.

Таким образом, мы показали, что элементы y− Y1,x0
(x), . . ., y− YN1,x0

(x)

представляют собой элементарные локальные алгебраические инварианты

рассматриваемой системы (1.1). Обозначим собственное значение инварианта

y − Yj,x0
(x) символом λj(x, y). Аналогично убеждаемся, что элементы x− x0
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и hx0
(x) также являются элементарными локальными алгебраическими инва-

риантами. Их собственные значения обозначаем символами λ0(x, y) и λh(x, y)

соответственно. Подставляя равенства X{y−Yj,x0
(x)} = λj(x, y){y−Yj,x0

(x)},

X (x − x0) = λ0(x, y)(x − x0), Xhx0
(x) = λh(x, y)hx0

(x) в выражение (2.50) и

избавляясь от знаменателей, получим

f 2

(
λh +

N1∑
j=0

βjλj

)
+ fX g − gX f = −f 2divX . (2.52)

Собирая коэффициенты при различных степенях многочлена Пюизе f(x, y),

мы видим, что f(x, y) делит gX f . Многочлены f(x, y) и g(x, y) взаимно про-

сты. Следовательно, многочлен Пюизе f(x, y) является локальным алгебраи-

ческим инвариантом исследуемой системы (1.1). Обозначим его собственное

значение символом λf(x, y). В результате находим

f

(
λh +

N1∑
j=0

βjλj

)
+ X g − gλf = −fdivX . (2.53)

Несложно заметить, что многочлен Пюизе X g − gλf представляется в виде

X g − gλf = ϱE(x, y)f , где ϱE(x, y) некоторый элемент кольца Cx0
{x}[y]. Мы

приходим к равенству

X exp

{
g(x, y)

f(x, y)

}
= ϱE(x, y) exp

{
g(x, y)

f(x, y)

}
. (2.54)

Анализируя это равенство, заключаем, что E(x, y) = exp{g(x, y)/f(x, y)}

представляет собой локальный экспоненциальный инвариант изучаемой си-

стемы (1.1) и имеет собственное значение ϱE(x, y). Более того, из соотноше-

ния (2.53) следует, что собственные значения λh(x, y), λ0(x, y), . . ., λN1
(x, y),

ϱE(x, y) удовлетворяют условию
N1∑
j=0

βjλj(x, y) + ϱE(x, y) = −divX . (2.55)

Любой локальный экспоненциальный инвариант E(x, y) может быть пред-

ставлен в виде произведения E(x, y) =

N2∏
j=1

Ej(x, y), где E1(x, y), . . ., EN2
(x, y)
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– попарно различные элементарные локальные экспоненциальные инварианты

с собственными значениями ϱ1(x, y), . . ., ϱN2
(x, y), удовлетворяющими усло-

вию ϱE(x, y) = ϱ1(x, y)+ . . .+ϱN2
(x, y). Объединяя это условие и соотношение

(2.55), мы находим (2.47). Теорема доказана.

Отметим, что мы не ограничиваем общности, рассматривая элементар-

ные локальные экспоненциальные инварианты вида E(x, y) = exp[g0(x)], в

которых ряд Пюизе g0(x) ∈ Cx0
{x} обрывается:

x0 = ∞ : g0(x) =

L0−1∑
k=0

bkx
L0−k
n0 , L0, n0 ∈ N;

x0 ∈ C : g0(x) =

L0−1∑
k=0

ck(x− x0)
k−L0
n0 , L0, n0 ∈ N.

(2.56)

Действительно, выражения

x0 = ∞ : E(x, y) = exp

[
+∞∑

k=L0+1

bkx
L0−k
n0

]
, L0, n0 ∈ N;

x0 ∈ C : E(x, y) = exp

[
+∞∑

k=L0+1

ck(x− x0)
k−L0
n0

]
, L0, n0 ∈ N.

(2.57)

легко представить рядами Пюизе. Следовательно, эти инварианты в соотно-

шении (2.46) можно выразить с помощью локальных алгебраических инвари-

антов x− x0 и hx0
(x).

Для исследования интегрируемости системы (1.1) по Пюизе в окрестности

прямой {(x0, y), y ∈ C} можно использовать следующий алгоритм.

На первом шаге необходимо найти все ряды Пюизе из поля Cx0
{x}, ко-

торые удовлетворяют уравнению (1.4).

На втором шаге следует классифицировать элементарные локальные

инварианты и их собственные значения.

На третьем шаге нужно потребовать, чтобы собственные значения вто-

рого шага удовлетворяли условию (2.47).
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Далее рассмотрим дифференциальные системы вида (1.1), имеющие фор-

мальный первый интеграл

I(x, y) = exp

{
g(x, y)

f(x, y)

} r∏
j=1

F
dj
j (x, y), r ∈ N ∪ {0}, (2.58)

где F1(x, y), . . ., Fr(x, y), g(x, y) и f(x, y) являются многочленами Пюизе из

кольца Cx0
{x}[y] и d1, . . ., dr ∈ C. Без ограничения общности можно считать,

что многочлены Пюизе g(x, y) и f(x, y) являются взаимно простыми, а мно-

гочлены Пюизе F1(x, y), . . ., Fr(x, y) являются попарно взаимно простыми.

Теорема 2.15. Система дифференциальных уравнений (1.1) и векторное

поле X имеют формальный первый интеграл I(x, y), заданный выражени-

ем (2.58), тогда и только тогда, когда первый интеграл I(x, y) представля-

ется следующим образом:

I(x, y) = (x− x0)
β0hx0

(x)

N1∏
j=1

{y − Yj,x0
(x)}βj

N2∏
j=1

Ej(x, y),

β0, β1, . . . , βN1
∈ C, N1, N2 ∈ N ∪ {0}

(2.59)

и выполнены условия:

1) Y1,x0
(x), . . ., YN1,x0

(x) ∈ Cx0
{x} – попарно различные ряды Пюизе, удовле-

творяющие уравнению (1.4), которое соответствует системе (1.1);

2) E1(x, y), . . ., EN2
(x, y) – попарно различные элементарные локальные экс-

поненциальные инварианты системы (1.1);

3) hx0
(x) ∈ Cx0

{x} – элементарный локальный алгебраический инвариант

системы (1.1) с постоянным старшим слагаемым;

4) собственные значения всех инвариантов удовлетворяют соотношению

β0λ0 + λh +

N1∑
j=1

βjλj(x, y) +

N2∑
j=1

ϱj(x, y) = 0, (2.60)
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где λj(x, y), λ0(x, y), λh(x, y) – собственные значения элементарных ло-

кальных алгебраических инвариантов y − Yx0,j(x), x − x0, hx0
(x) соот-

ветственно и ϱj(x, y) — собственное значение элементарного локального

экспоненциального инварианта Ej(x, y).

Мы опустим доказательство этой теоремы, поскольку оно аналогично

доказательству Теоремы 2.14. Покажем, что система (1.1), имеющая фор-

мальный первый интеграл вида by (2.58), интегрируема по Пюизе в окрест-

ности прямой {(x0, y), y ∈ C} с формальным интегрирующим множителем

специального вида.

Теорема 2.16. Система дифференциальных уравнений (1.1) и векторное

поле X имеют формальный первый интеграл I(x, y) вида (2.58) тогда и

только тогда, когда они интегрируемы по Пюизе в окрестности прямой

{(x0, y), y ∈ C} с интегрирующим множителем

M(x, y) = hx0
(x)

N1∏
j=1

{y − Yj,x0
(x)}nj , n1, . . . , nN1

∈ Z, N1 ∈ N ∪ {0}, (2.61)

где {Yj,x0
(x) ∈ Cx0

{x}, j = 1, . . . N1} – попарно различные ряды Пюизе, удо-

влетворяющие уравнению (1.4), и hx0
(x) ∈ Cx0

{x} – элементарный локаль-

ный алгебраический инвариант рассматриваемой системы (1.1) и вектор-

ного поля X .

Доказательство. Без ограничения общности докажем эту теорему для конеч-

ных значений x0. Рассмотрим систему (1.1) с формальным первым интегралом

(2.58). Функция

H(x, y) = ln I(x, y) =
g(x, y)

f(x, y)
+

r∑
j=1

dj lnFj(x, y) (2.62)

является еще одним формальным первым интегралом рассматриваемой си-

стемы. Используя соотношение M(x, y)(P (x, y)dy − Q(x, y)dx) = dH(x, y),
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найдем соответствующий формальный интегрирующий множитель

M(x, y) =
∂yH(x, y)

P (x, y)
= −∂xH(x, y)

Q(x, y)
. (2.63)

Мы видим, что M(x, y) лежит в поле частных кольца Cx0
{x}[y]. Используя

алгебраическую замкнутость поля Cx0
{x}, представим интегрирующий мно-

житель (2.63) в виде (2.61), где ряды Пюизе {Yj,x0
(x) ∈ Cx0

{x}, j = 1, . . . N1}

попарно различны. Действуя так же, как и при доказательстве Теоремы 2.14,

мы видим, что hx0
(x) и {y − Yj,x0

(x) = 0, j = 1, . . . N1} – попарно различ-

ные элементарные локальные алгебраические инварианты рассматриваемой

системы (1.1). Из Теоремы 2.9 следует, что ряды Y1,x0
(x), . . ., YN1,x0

(x) удовле-

творяют уравнению (1.4).

Докажем обратное утверждение. Возьмем формальный интегрирующий

множитель M(x, y), заданный соотношением (2.61), и рассмотрим систему

∂yH(x, y) = M(x, y)P (x, y), ∂xH(x, y) = −M(x, y)Q(x, y). (2.64)

Раскладывая элемент M(x, y)P (x, y) на простейшие дроби в поле Cx0
{x}(y),

находим

M(x, y)P (x, y) =

N2∑
j=0

bj,x0
(x)yj +

N1∑
j=1

nj∑
l=1

u
(l)
j,x0

(x)

{y − Yj,x0
(x)}l

, (2.65)

где коэффициенты {bj,x0
(x), j = 0, . . . N2} и {u(l)j,x0

(x), l = 1, . . . , nj, j = 1, . . . N1}

являются элементами поля Cx0
{x}. Вычисляя формальный интеграл ∂−1

y M(x, y)

P (x, y), получим

H(x, y) =

N2∑
j=0

bj,x0
(x)

j + 1
yj+1 −

N1∑
j=1

nj∑
l=2

u
(l)
j,x0

(x)

(l − 1){y − Yj,x0
(x)}l−1

+

N1∑
j=1

u
(1)
j,x0

(x) ln{y − Yj,x0
(x)} + C(x).

(2.66)

В этом выражении C(x) появляется в результате интегрирования. Подставляя

выражение (2.66) во второе уравнение системы (2.64), где мы опять выполняем
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разложение на простейшие дроби, получаем соотношения u(1)j,x0
(x) ∈ C, j = 1,

. . ., N1 и уравнение ∂xC(x) = A(x), где A(x) ∈ Cx0
{x} – заданный ряд Пюизе.

В результате находим C(x) = B(x) + α ln(x − x0), B(x) ∈ Cx0
{x} и α ∈ C.

Мы видим, что первый интеграл I(x, y) = exp[H(x, y)] имеет вид (2.58).

В силу того, что интегрируемость по Лиувиллю двумерной полиномиаль-

ной системы (1.1) эквивалентна существованию интегрирующего множителя

Дарбу и любая функция Дарбу может быть представлена в виде (2.46), мы

видим, что интегрируемые по Лиувиллю системы (1.1) интегрируемы и по

Пюизе в окрестности любой прямой {(x0, y), y ∈ C} с формальным интегри-

рующим множителем (2.46). Аналогично, интегрируемые по Дарбу системы

(1.1) интегрируемы и по Пюизе в окрестности любой прямой {(x0, y), y ∈ C}

с формальным первым интегралом (2.59) и формальным интегрирующим

множителем (2.61). Обратное утверждение, вообще говоря, не верно. Контр-

пример будет приведен в Разделе 3.8.

В заключение отметим, что, как правило, изучение интегрируемости в

окрестности некоторой прямой {(x0, y), y ∈ C}, которая не состоит целиком

из особых точек уравнения (1.4), является очень трудной задачей. Основная

сложность связана с тем, что для любого такого x0 ∈ C существуют ряды

Пюизе из поля Cx0
{x}, которые удовлетворяют уравнению (1.4) и имеют

произвольный коэффициент в доминантном слагаемом. Эти ряды являют-

ся степенными и их существование определяется теоремой о существовании,

единственности и аналитичности локальных решений. Подобная ситуация мо-

жет не возникать в случае особых линий. Более того, даже если число рядов

Пюизе из поля Cx0
{x}, где {(x0, y), y ∈ C} – особая линия уравнения (1.4),

бесконечно, вычисления могут быть полностью проведены для многих систем

дифференциальных уравнений. По-видимому, важность работы с рядами Пю-

изе с центрами в точках, лежащих на особых линиях, и, в частности, на
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бесконечно удаленной линии обсуждается в данной диссертационной работе

впервые.
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3 Полиномиальные дифференциальные систе-

мы Льенара

3.1 Инвариантные алгебраические кривые полиноми-

альных дифференциальных систем Льенара

В этом разделе мы выполним классификацию неприводимых инвариант-

ных алгебраических кривых для полиномиальных дифференциальных систем

Льенара. В последующих разделах эти результаты будут использоваться для

получения необходимых и достаточных условий интегрируемости по Лиувил-

лю и других аналитических свойств этих систем.

Системы обыкновенных дифференциальных уравнений первого порядка

вида

xt = y, yt = −f(x)y − g(x) (3.1)

называют дифференциальными системами Льенара в честь французского

физика и инженера А.-М. Льенара. Эти системы описывают осцилляторы

при наличии трения и возвращающей силы, задаваемых функциями f(x) и

g(x) соответственно. Также системы Льенара возникают при моделировании

различных явлений в физике, химии, биологии, экономике и других областях

науки [116]. Например, системы (3.1) могут быть получены при переходе к

переменным бегущей волны в уравнениях реакции–конвекции–диффузии

ut = Duxx + A(u)ux +B(u), u = u(x, t), (3.2)

где D – это коэффициент диффузии, функция A(u) описывает нелинейный
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конвективный поток, а функция B(u) – силу реакции [117]. Качественные

свойства систем (3.1) исследовались в большом количестве работ, см. напри-

мер [47,118–125]. В настоящей диссертационной работе мы изучаем полиноми-

альные системы Льенара. Другими словами, функции f(x) и g(x) являются

многочленами. Запишем их в виде

f(x) = f0x
m + . . .+ fm, g(x) = g0x

n + . . .+ gn, f0g0 ̸= 0, (3.3)

где все коэффициенты принадлежат полю C, m, n ∈ N ∪ {0} и m + n > 0.

Выражая функцию y(t) из первого уравнения системы (3.1) и подставляя во

второе, мы приходим к следующему семейству обыкновенных дифференци-

альных уравнений

xtt + f(x)xt + g(x) = 0, (3.4)

которые называют уравнениями Льенара. Уравнения (1.4) для систем Льена-

ра принимают вид

yyx + f(x)y + g(x) = 0. (3.5)

К. Одани (K. Odani) доказал, что полиномиальные системы Льенара (3.1) при

выполнении условий deg f ≥ deg g, f(x)g(x) ̸≡ 0 и f(x) ̸≡ αg(x), α ∈ C \ {0}

не имеют инвариантных алгебраических кривых [126]. Поиск верхних оценок

на степени неприводимых инвариантных алгебраических кривых полиноми-

альных систем Льенара (3.1) при ограничении deg f < deg g проводился Х.

Жолондеком (H. Z̆ola̧dek), см. [127]. К сожалению, результаты этой статьи

неверны, поскольку автор не учитывал наличие бесконечного числа рядов

Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющих уравнению (3.5). Задача нахож-

дения предельных циклов, содержащихся в овалах гиперэллиптических ин-

вариантных алгебраических кривых (y − p(x))2 − q(x) = 0, где p(x) и q(x)

некоторые многочлены, рассматривалась в работах [127–132]. Далее положим

deg f ≤ deg g.
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Мы начнем исследование с простых свойств инвариантных алгебраиче-

ских кривых и их собственных значений. Заметим, что мы рассматриваем

только конечные инвариантные алгебраические кривые. Бесконечная прямая

всегда инвариантна для любой полиномиальной дифференциальной системы

(3.1), рассматриваемой на комплексной проективной плоскости CP 2.

Лемма 3.1. Пусть F (x, y) = 0, где F (x, y) ∈ C[x, y] \ C, является инвари-

антной алгебраической кривой полиномиальной дифференциальной системы

Льенара вида (3.1). Справедливы следующие утверждения.

1. Не существует инвариантных алгебраических кривых, задаваемых

многочленом F (x, y) ∈ C[x].

2. Старший коэффициент по отношению к переменной y многочлена

F (x, y) не зависит от x и является константой.

3. Собственное значение инвариантной алгебраической кривой F (x, y) =

0 не зависит от y.

Доказательство. Подставляя λ(x, y) = λ0(x)yl и F (x, y) = µ(x)yN , где l,

N ∈ N ∪ {0}, в уравнение в частных производных

yFx − {f(x)y + g(x)}Fy = λ(x, y)F (3.6)

и приравнивая друг другу старшие коэффициенты относительно y в левой и

правой частях равенства, мы получаем µ(x) ∈ C, l = 0 и N ∈ N. Следователь-

но, собственные значения инвариантных алгебраических кривых не зависят

от y и не существует инвариантных алгебраических кривых, задаваемых мно-

гочленом F (x, y) ∈ C[x].

Этот же результат можно получить и с помощью метода рядов Пюизе.

Действительно, для любого x0 ∈ C ряды Пюизе с центром в точке x0, удовле-

творяющие уравнению (3.5), имеют неотрицательные показатели степеней в
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доминантных членах. Используя Лемму 1.3, мы находим µ(x) = µ0, где µ0

является константой. Без ограничения общности полагаем µ0 = 1. Независи-

мость собственных значений от y следует из формулы (2.8).

Далее покажем, что необходимые и достаточные условия существования

инвариантных алгебраических кривых, полученные в Теореме 1.4 и Лемме 1.5,

принимают особенно простой вид в случае полиномиальных дифференциаль-

ных систем Льенара.

Теорема 3.1. Многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \C степени N > 0 относительно

переменной y определяет инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) =

0 дифференциальной системы Льенара (3.1) тогда и только тогда, когда

существуют N рядов Пюизе y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) из поля C∞{x}, которые

удовлетворяют уравнению (3.5) и соотношению{
N∑
j=1

yj,∞(x)

}
−

= 0. (3.7)

Доказательство. Из Леммы 3.1 следует, что полиномиальные системы Лье-

нара не имеют инвариантных алгебраических кривых с порождающими мно-

гочленами, не зависящими от y. Рассмотрим инвариантную алгебраическую

кривую F (x, y) = 0 системы (3.1) с многочленом F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x].

Будем использовать результаты Леммы 1.5. Покажем, что если соотно-

шения (1.30) выполнены при k = 1, то они также справедливы и при k ∈ N.

Доказательство проведем методом математической индукции по k. Пусть

соотношения (1.30) справедливы при k ≤ l, l ∈ N. Ряды Пюизе из этих

соотношений удовлетворяют уравнению (3.5). Подставляя y(x) = yj,∞(x) в

уравнение (3.5) и умножая результат на (yj,∞)l−1, мы получаем

1

l + 1
∂x
[
(yj,∞)l+1

]
= −f(x)(yj,∞)l − g(x)(yj,∞)l−1. (3.8)
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Выполняя суммирование по j, находим

1

l + 1
∂x

(
N∑
j=1

(yj,∞)l+1

)
= −f(x)

N∑
j=1

(yj,∞)l − g(x)
N∑
j=1

(yj,∞)l−1. (3.9)

Из предположения индукции следует, что правая часть в выражении (3.9)

является многочленом. В результате приходим к соотношению

1

l + 1

{
∂x

(
N∑
j=1

(yj,∞)l+1

)}
−

= 0 (3.10)

Несложно убедиться, что для любого ряда Y (x) ∈ C∞{x} из условия {∂xY (x)}−
= 0 вытекает {Y (x)}− = 0. Окончательно получаем{

N∑
j=1

(yj,∞)l+1

}
−

= 0. (3.11)

Необходимость и достаточность соотношений (3.7) следует из Леммы 1.5 и

проведенных выше вычислений.

Далее покажем, что структура рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовлетво-

ряющих уравнению (3.5), существенно различна в следующих случаях:

(A) deg f < deg g < 2 deg f + 1;

(B) deg g = 2 deg f + 1;

(C) deg g > 2 deg f + 1.

Напомним, что простой случай deg f ≥ deg g рассматривался ранее в

работе [126]. В связи с этим, мы интересуемся системами (3.1), удовлетво-

ряющими ограничению deg f ≤ deg g. Здесь и далее будем использовать

обозначения deg f = m и deg g = n. Также предполагаем, что выполнено

соотношение f(x) ̸≡ 0. Мы начнем со случая deg f < deg g < 2 deg f + 1 или

в наших обозначениях m < n < 2m+ 1.
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Рис. 3.1: Многоугольник Ньютона уравнения (3.5) при выполнении условий

m < n < 2m+ 1 и g(0) ̸= 0, где m = deg f и n = deg g.

Теорема 3.2. Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C определяет неприводи-

мую инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0 дифференциальной

системы Льенара (3.1) из семейства (A). Тогда этот многочлен и собствен-

ное значение инвариантной алгебраической кривой F (x, y) = 0 принимают

вид

F (x, y) =

{
N−k∏
j=1

{
y − y

(1)
j,∞(x)

}{
y − y

(2)
N,∞(x)

}k
}

+

, (3.12)

λ(x, y) = −Nf − (N − k)qx − kpx, (3.13)

где k = 0 или k = 1, N ∈ N и ряды Пюизе y(1)1,∞(x), . . ., y(1)N−k,∞(x), y(2)N,∞(x)

можно представить в виде

y
(1)
j,∞(x) = q(x) +

+∞∑
l=0

b
(j)
m+1+lx

−l, j = 1, . . . , N − k;

y
(2)
N,∞(x) = p(x) +

+∞∑
l=0

b
(N)
n−m+lx

−l.

(3.14)

Коэффициенты ряда y(2)N,∞(x) и многочленов

q(x) = − f0
m+ 1

xm+1 +
m∑
l=1

qm+1−lx
l ∈ C[x],

p(x) = −g0
f0
xn−m +

n−m−1∑
l=1

pn−m−lx
l ∈ C[x]

(3.15)

119



определяются единственным образом. Коэффициенты b
(j)
m+1, j = 1, . . . , N−k

попарно различны. Все остальные коэффициенты b
(j)
m+1+l, l ∈ N выражаются

через b(j)m+1, где j = 1, . . . , N − k. Если k = 1 и N = 1, то соответствующее

произведение в формуле (3.12) равно единице.

Доказательство. Пользуясь Леммой 3.1, положим µ(x) = 1. Из Теоремы

2.5 следует, что ряды Пюизе из поля Cx0
{x}, появляющиеся в представлении

(2.7), удовлетворяют уравнению (3.5). Найдем все такие ряды Пюизе при вы-

полнении условия m < n < 2m+ 1. Многоугольник Ньютона уравнения (3.5)

представлен на Рисунке 3.1. Существует два доминантных баланса, которые

порождают ряды Пюизе с центром в точке x = ∞. Эти балансы соответству-

ют ребрам [Q3, Q4] и [Q2, Q3]. Уравнения, связанные с этими балансами, и их

решения имеют вид

[Q3, Q4] : y(yx + f0x
m) = 0, y(1)(x) = − f0

m+ 1
xm+1;

[Q2, Q3] : xm(f0y + g0x
n−m) = 0, y(2)(x) = −g0

f0
xn−m.

(3.16)

Рассмотрим доминантный баланс, порождаемый ребром [Q3, Q4]. Для вычис-

ления показателя Ковалевской l0 воспользуемся формулой (1.31). В результате

находим l0 = m + 1. Таким образом, при выполнении условия совместности

для показателя Ковалевской l0 = m+ 1 мы получаем семейство рядов Пюи-

зе, имеющих один произвольный коэффициент – коэффициент при x0. Если

параметры рассматриваемой системы выбраны таким образом, что условие

совместности не выполняется, то не существует ряда Пюизе с доминантным

поведением −f0xm+1/(m + 1). Ряды Пюизе, порождаемые ребром [Q3, Q4],

имеют совпадающие начальные отрезки, которые мы обозначим символом

q(x). Заметим, что q(x) является многочленом, удовлетворяющим условию

q(0) = 0, см. (3.15). Анализируя доминантный баланс, порождаемый реб-

ром [Q2, Q3], мы видим, что коэффициенты соответствующего ряда Пюизе

определяются единственным образом. Отметим, что все появляющиеся в этой
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теореме ряды Пюизе на самом деле являются рядами Лорана. Структура этих

рядов представлена соотношением (3.14), где мы ввели нижний индекс с це-

лью различать ряды. Раскладывая многочлен F (x, y) на множители в кольце

C∞{x}[y] и вычисляя полиномиальную часть, приходим к соотношению (3.12).

Многочлен F (x, y) неприводим. По Теореме 2.5 ряды y
(1)
1,∞(x), . . ., y(1)N−k,∞(x)

попарно различны. Следовательно, коэффициенты b
(j)
m+1, j = 1, . . . , N − k

также попарно различны и k = 0 или k = 1.

Наконец, подставляя L = 0 (µ(x) = 1) и ряды (3.14) в представление

(2.8), мы находим собственное значение (3.13).

Замечание 1. Если параметры системы (3.1) из семейства (A) выбраны

таким образом, что условие совместимости для ряда Пюизе с доминантным

поведением −f0xm+1/(m + 1) не выполняется, то соответствующая система

имеет не более одной неприводимой инвариантной алгебраической кривой.

Причем эта кривая определяется многочленом F (x, y) = y− p(x)− b
(N)
n−m и су-

ществует при условии, что ряд Пюизе с доминантным поведением −f0xn−m/g0

обрывается на мономе с нулевым показателем степени.

Далее покажем, что для каждой полиномиальной дифференциальной

системы Льенара (3.1) из семейства (A) может быть построена эквивалентная

полиномиальная дифференциальная система такая, что дифференциальному

уравнению первого порядка (1.4) для этой системы удовлетворяет лишь конеч-

ное число попарно различных рядов Пюизе с центром в бесконечно удаленной

точке. Введем обратимую замену переменных x = s, y = z + q(s) ↔ s = x,

z = y − q(x). Многочлен q(x) определяется выражением (3.15). Подставляя

ряд Пюизе с доминантным поведением −f0xm+1/(m+1) в уравнение (3.5), мы

получаем рекуррентное соотношение для коэффициентов многочлена q(x):

ql =
(m+ 1)

(m− l + 1)f0

{
l−1∑
k=0

qkfl−k +
l−1∑
k=1

(m+ 1 − k)qkql−k + gn+l−(2m+1)

}
,

(3.17)
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где 1 ≤ l ≤ m, q0 = −f0/(m+ 1), g−l = 0, l ∈ N и вторая сумма обращается в

нуль, если l = 1. Новая дифференциальная система принимает вид

st = z + q(s), zt = −{qs(s) + f(s)}{z + q(s)} − g(s). (3.18)

Существует взаимно однозначное соответствие между неприводимыми инва-

риантными алгебраическими кривыми F (x, y) = 0 систем Льенара (3.1) из

семейства (A) и неприводимыми инвариантными алгебраическими кривыми

G(s, z) = 0 систем (3.18).

Теорема 3.3. Предположим, что многочлен G(s, z) ∈ C[s, z]\C определяет

неприводимую инвариантную алгебраическую кривую G(s, z) = 0 дифферен-

циальной системы (3.18), где коэффициенты многочлена q(s) удовлетворя-

ют рекуррентному соотношению (3.17). Тогда степень многочлена G(s, z)

относительно переменной s равна либо 0, либо m+ 1.

Доказательство. Пусть переменная s является зависимой, а переменная z –

независимой. Разложим на множители многочлен G(s, z) в кольце C∞{z}[s].

Обыкновенное дифференциальное уравнение для функции s(z) принимает

вид

[{qs(s) + f(s)}z + {qs(s) + f(s)}q(s) + g(s)]sz + q(s) + z = 0. (3.19)

Вспомним, что степень многочлена q(s) равна m+ 1. Используя соотношение

(3.18), мы получаем неравенства

deg({qs(s) + f(s)}q(s) + g(s)) ≤ m, deg(qs(s) + f(s)) ≤ m− 1. (3.20)

Анализируя эти неравенства, мы видим, что уравнение (3.19) имеет только

один доминантный баланс, порождающий ряды Пюизе с центром в точке

z = ∞. Уравнения для этого баланса и соответствующие решения принимают

вид

f0s
m+1 − (m+ 1)z = 0, s(k)(z) = b

(k)
0 z1/(m+1), k = 1, . . . ,m+ 1, (3.21)
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где b(1)0 , . . ., b(m+1)
0 – корни уравнения f0b

m+1
0 − (m + 1) = 0. Баланс (3.21)

является алгебраическим. Следовательно, число попарно различных рядов

Пюизе с центром в точке z = ∞, удовлетворяющих уравнению (3.19), равно

m + 1. Раскладывая многочлен G(s, z) на множители в кольце C∞{z}[s],

находим

G(s, z) = ν(z)
m+1∏
k=1

{s− b
(k)
0 z1/(m+1) − . . .}nk, (3.22)

где ν(z) ∈ C[z] и nk = 0 или nk = 1. Представление (3.22) определяет много-

член из кольца C[s, z], только если или nk = 0, k = 1, . . . ,m+ 1, или nk = 1,

k = 1, . . . ,m+ 1. В первом случае степень многочлена относительно s равна

0, во втором случае – m+ 1.

Последняя теорема важна для приложений, поскольку оценки для степе-

ней неприводимых инвариантных алгебраических кривых, установленные в

этой теореме, могут быть использованы для нахождения всех неприводимых

инвариантных алгебраических кривых систем (3.1) и (3.18) в явном виде. Из

Теорем 3.3 и 1.3 следует, что число различных неприводимых инвариантных

алгебраических кривых дифференциальных систем дифференциальных (3.18)

конечно. То же самое верно и для систем Льенара (3.1) из семейства (A), см.

Теорему 3.4 ниже.

Замена переменных x = s, y = z + q(s) ↔ s = x, z = y − q(x) и Теорема

3.3 позволяют нам доказать следующие утверждения.

Лемма 3.2. Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C определяет неприводи-

мую инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0 дифференциальной

системы Льенара (3.1) из семейства (A). Если F (x, y) не имеет своим ну-

лем в кольце C∞{x}[y] ряд Пюизе с доминантным поведением −f0xn−m/g0,

то степень многочлена F (x, y) относительно переменной y равна 1.

Доказательство. Рассмотрим систему (3.18), эквивалентную рассматривае-

мой системе Льенара. Каждая неприводимая инвариантная алгебраическая
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кривая F (x, y) = 0, заданная выражением (3.12) при k = 0, соответству-

ет неприводимой инвариантной алгебраической кривой G(s, z) = 0 системы

(3.18) такой, что многочлен G(s, z) не зависит от s. Последний, если суще-

ствует, принимает вид G(s, z) = z − z0, где z0 ∈ C. Следовательно, если

исследуемая система Льенара имеет неприводимую инвариантную алгебраи-

ческую кривую (3.12) при k = 0, то соответствующий многочлен выглядит

следующим обазом F (x, y) = y − q(x) − z0.

Теорема 3.4. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (A)

имеет не более двух различных неприводимых инвариантных алгебраических

кривых одновременно.

Доказательство. Согласно Лемме 3.1 полиномиальные дифференциальные

системы Льенара (3.1) не имеют инвариантных алгебраических кривых, ко-

торые определяются многочленами, не зависящими от y. Из Теоремы 1.2

следует, что не может существовать более одной неприводимой инвариантной

алгебраической кривой, имеющей k = 1 в представлении (3.12).

Используя Лемму 3.2, мы видим, что, если k = 0 в представлении (3.12),

то N = 1. В этом случае неприводимые инвариантные алгебраические кривые

определяются многочленом F (x, y) = y − q(x) − z0, где z0 ∈ C. Если такая

кривая существует, то дифференциальное уравнение (3.5) должно иметь поли-

номиальное решение y(x) = q(x) + z0. Подставляя эту функцию в уравнение

(3.5) и учитывая тот факт, что коэффициенты многочленов f(x), g(x) и q(x)

определяются единственным образом, мы находим единственное значение z0.

Тот же самый результат можно получить, если вспомнить, что инвариантные

алгебраические кривые в случае k = 0 и N = 1 могут быть найдены, если мы

оборвем на нулевом члене ряд Пюизе с доминантным поведением −f0xn−m/g0.

Изучая рекуррентное соотношение для коэффициентов этого ряда, которое

аналогично выражению (3.17), мы видим, что первое появление коэффициен-

та bm+1 в явном выражении для {bm+1+l, l ∈ N} происходит с первой степенью
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Рис. 3.2: Многоугольник Ньютона уравнения (3.5) при выполнении условий

n = 2m+ 1 и g(0) ̸= 0, где m = deg f и n = deg g.

и ненулевым множителем. Далее полагаем bm+1 = z0.

Таким образом, мы получили следующие результаты. Если система Лье-

нара (3.1) из семейства (A) имеет две различные неприводимые инвариантные

алгебраические кривые, то для одной из кривых в представлении (3.12) k = 1,

а другая определяется многочленом первой степени относительно переменной

y: F (x, y) = y − q(x) − z0.

Следствие 1. Дифференциальные системы Льенара (3.1) из семейства (A)

не имеют рациональных первых интегралов.

Далее рассмотрим системы Льенара (3.1) из семейства (B). Степени и

структура неприводимых инвариантных алгебраических кривых таких систем

Льенара существенно зависят от наличия рациональных решений квадратного

уравнения

p2 − ϱp+ (m+ 1)ϱ = 0, (3.23)

где введено обозначение

ϱ = 4(m+ 1) − f 20
g0
. (3.24)

Множество всех положительных рациональных чисел обозначим символом

Q+. Пусть числа p1 и p2 являются решениями уравнения (3.23).
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Теорема 3.5. Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C определяет неприводи-

мую инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0 дифференциальной

системы Льенара (3.1) из семейства (B). Справедливо одно из следующих

утверждений.

1. Если p1, p2 ̸∈ Q+∪{0}, то степень относительно y многочлена F (x, y)

не превосходит числа 2 и

F (x, y) =
{{

y − y(1)∞ (x)
}s1 {

y − y(2)∞ (x)
}s2}

+
,

λ(x, y) = −(s1 + s2)f(x) −
{
s1

(
y(1)∞

)
x

+ s2

(
y(2)∞

)
x

}
+
,

y(k)∞ (x) =
∞∑
l=0

b
(k)
l xm+1−l, b

(k)
0 =

f0
pk − 2(m+ 1)

, k = 1, 2,

(3.25)

где s1 и s2 независимо принимают значение 0 или 1, причем s1+s2 > 0.

Ряды y
(k)
∞ (x), k = 1, 2 являются рядами Лорана и имеют единствен-

ным образом заданные коэффициенты.

2. Если pk ∈ Q+, pq ̸∈ Q+, где или (k, q) = (1, 2), или (k, q) = (2, 1), то

многочлен F (x, y) и собственное значение λ(x, y) принимают вид

F (x, y) =

{
Nk∏
j=1

{
y − y

(k)
j,∞(x)

}{
y − y(q)∞ (x)

}sq

}
+

,

λ(x, y) = −(Nk + sq)f(x) −

{
Nk∑
j=1

(
y
(k)
j,∞

)
x

+ sq

(
y
(q)
j,∞

)
x

}
+

,

y
(k)
j,∞(x) =

+∞∑
l=0

b
(k)
l, j x

m+1− l
nk , y(q)∞ (x) =

+∞∑
l=0

b
(q)
l xm+1−l,

b
(k)
0, j =

f0
pk − 2(m+ 1)

, b
(q)
0 =

f0
pq − 2(m+ 1)

,

(3.26)

где Nk ∈ N ∪ {0}, sq равно 0 или 1, Nk + sq > 0. Ряд Пюизе y(q)∞ (x)

является рядом Лорана и имеет единственным образом заданные ко-

эффициенты. Ряды Пюизе {y(k)j,∞(x), j = 1, . . ., Nk} имеют попарно
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различные коэффициенты {b(k)nkpk, j
, j = 1, . . ., Nk}. Число nk определя-

ется с помощью равенства pk = lk/nk, где lk и nk – взаимно простые

натуральные числа.

3. Если p1, p2 ∈ Q+, то многочлен F (x, y) и собственное значение λ(x, y)

выглядят следующим образом:

F (x, y) =

{
N1∏
j=1

{
y − y

(1)
j,∞(x)

} N2∏
j=1

{
y − y

(2)
j,∞(x)

}}
+

,

λ(x, y) = −(N1 +N2)f(x) −

{
N1∑
j=1

(
y
(1)
j,∞

)
x

+

N2∑
j=1

(
y
(2)
j,∞

)
x

}
+

,

y
(k)
j,∞(x) =

+∞∑
l=0

b
(k)
l, j x

m+1− l
nk , b

(k)
0, j =

f0
pk − 2(m+ 1)

, k = 1, 2,

(3.27)

где N1, N2 ∈ N ∪ {0}, N1 + N2 > 0. Ряды Пюизе {y(k)j,∞(x), j = 1, . . .,

Nk} имеют попарно различные коэффициенты {b(k)nkpk, j
, j = 1, . . ., Nk}.

Число nk определяется с помощью равенства pk = lk/nk, где lk и nk –

взаимно простые натуральные числа и k = 1, 2.

4. Если p1p2 = 0, то p1 = p2 = 0. Многочлен F (x, y) и собственное

значение λ(x, y) имеют вид

F (x, y) = y +
f0

2(m+ 1)
xm+1 −

m+1∑
l=1

blx
m+1−l,

λ(x, y) = −f(x) +
f0
2
xm −

m∑
l=1

(m+ 1 − l)blx
m−l,

(3.28)

где коэффициенты b1, . . ., bm+1 определяются единственным образом.

Также справедливо соотношение 4(m+ 1)g0 − f 20 = 0.

Доказательство. Воспользуемся Теоремой 2.5 и Леммой 3.1. Найдем ряды

Пюизе из поля C∞{x}, которые удовлетворяют уравнению (3.5) при выпол-

нении условия n = 2m + 1. Анализируя многоугольник Ньютона, представ-

ленный на Рисунке 3.1, мы видим, что существует только один доминантный
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баланс, порождающий степенные асимптотики в окрестности точки x = ∞.

Этот баланс определяется ребром [Q2, Q4]. Укороченное обыкновенное диф-

ференциальное уравнение для этого баланса и его степенные решения прини-

мают вид

yyx + f0x
my + g0x

2m+1 = 0 : y(k)(x) = b
(k)
0 xm+1, k = 1, 2, (3.29)

где коэффициенты b
(1,2)
0 удовлетворяют уравнению (m+ 1)b20 + f0b0 + g0 = 0.

Вычисляя производную по Гато этого баланса на его степенных решениях,

получаем уравнение для определения показателей Ковалевской: (2(m+ 1) −

p)b0 + f0 = 0. Выражая b0 из этого равенства и подставляя результат в урав-

нение (m+ 1)b20 + f0b0 + g0 = 0, приходим к соотношению (3.23). Продолжим

полученные степенные асимптотики до асимптотических рядов Пюизе. Ряд

Пюизе с доминантным поведением b(k)0 xm+1 обозначим символом y(k)∞ (x), k = 1,

2. Также мы вводим нижний индекс j, в тех случаях когда соответствующий

ряд не единственный.

Если уравнение (3.23) не имеет положительных рациональных решений,

то коэффициенты всех рядов Пюизе, порождаемых асимптотиками (3.29),

однозначно определены. Поскольку число различных рядов Пюизе из поля

C∞{x}, удовлетворяющих уравнению (3.5), конечно и равно двум, то из Тео-

ремы 2.5 следует, что степень многочлена F (x, y) относительно переменной

y ограничена числом 2. Разложим многочлен F (x, y) на множители в кольце

C∞{x}[y]. В результате получим представление (3.25).

Если же одно из решений уравнения (3.23), определяющих показатели

Ковалевской, является положительным рациональным числом, а другое – нет,

то ряды Пюизе в первом случае имеют произвольный коэффициент и суще-

ствуют лишь при выполнении условия совместности. Во втором случае ряд

Пюизе определяется единственным образом. Мы приходим к соотношению

(3.26). Многочлен, задающий инвариантную алгебраическую кривую, неприво-

дим. Следовательно, коэффициенты {b(k)nkpk, j
, j = 1, . . ., Nk}, соответствующие
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положительному рациональному показателю Ковалевской pk, должны быть

попарно различными. Число nk находим с помощью соотношения pk = lk/nk,

где lk и nk – взаимно простые натуральные числа.

Если оба решения уравнения (3.23) являются положительными рацио-

нальными числами, то ряд Пюизе y(k)j,∞(x) имеет произвольный коэффициент

b
(k)
nkpk, j

и существует лишь при выполнении условия совместности для пока-

зателя Ковалевской pk, k = 1, 2. С помощью Теоремы 2.5 мы находим пред-

ставление многочлена F (x, y) как в соотношении (3.27). Поскольку многочлен

F (x, y) неприводим, мы заключаем, что коэффициенты {b(k)nkpk, j
, j = 1, . . .,

Nk} с одинаковым верхним индексом должны быть попарно различными,

k = 1, 2. Числа n1 и n2 можно вычислить аналогично предыдущему случаю.

Нам осталось рассмотреть ситуацию, в которой корень уравнения (m+

1)b20 + f0b0 + g0 = 0 становится кратным. В результате находим 4(m+ 1)g0 −

f 20 = 0 и b0 = −f0/(2{m + 1}). Подставляя эти соотношения в уравнения

(2(m+ 1) − p)b0 + f0 = 0, вычисляем показатель Ковалевской: p = 0. Показа-

тель Ковалевской не является положительным рациональным числом. Сле-

довательно, соответствующему уравнению (3.5) удовлетворяет только один

ряд Пюизе из поля C∞{x}. Этот ряд имеет целые показатели степеней и

единственным образом определенные коэффициенты. Единственная непри-

водимая инвариантная алгебраическая кривая задается многочленом первой

степени относительно переменной y.

Собственные значения λ(x, y) инвариантных алгебраических кривых мы

находим с помощью соотношения (2.7). Поскольку мы рассмотрели все воз-

можные комбинации рядов Пюизе из поля C∞{x}, которые удовлетворяют

уравнению (3.5), мы заключаем, что нет других неприводимых инвариантных

алгебраических кривых.

При доказательстве Теоремы 3.5 мы также установили, что в случае

представления (3.26), если pk ∈ N и условие совместности для ряда y(k)j,∞(x) не
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Рис. 3.3: Многоугольник Ньютона уравнения (3.5) при ограничениях n >

2m+ 1 и g(0) ̸= 0, где m = deg f и n = deg g.

выполнено, то неприводимая алгебраическая кривая задается многочленом

F (x, y) = y− b(q)0 xm+1− b(q)1 xm− . . .− b(q)m+1. Если подобная ситуация возникает

в случае представления (3.27), то или N1 = 0, или N2 = 0 и произведение в

представлении (3.27), включающее соответствующие ряды, отсутствует. Бо-

лее того, если p1, p2 ∈ N и условие совместности не выполнено для каждого

из рядов, то соответствующая система Льенара не имеет инвариантных ал-

гебраических кривых.

Далее рассмотрим полиномиальные системы Льенара из семейства (C).

Напоминаем, что мы используем обозначения deg f = m и deg g = n.

Теорема 3.6. Пусть многочлен F (x, y) ∈ C[x, y] \ C определяет неприводи-

мую инвариантную алгебраическую кривую F (x, y) = 0 дифференциальной

системы Льенара (3.1) из семейства (C). Тогда этот многочлен и собствен-

ное значение λ(x, y) инвариантной алгебраической кривой F (x, y) = 0 имеют

вид

F (x, y) =

{
N1∏
j=1

{
y − y

(1)
j,∞(x)

} N2∏
j=1

{
y − y

(2)
j,∞(x)

}}
+

, (3.30)

λ(x, y) = −(N1 +N2)f −
{
N1h

(1)
x +N2h

(2)
x

}
+

(3.31)
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где ряды Пюизе y(1,2)j,∞ (x) представляются в виде

y
(1,2)
j,∞ (x) = h(1,2)(x) +

+∞∑
k=2(n+1)

b
(1,2)
k, j x

n+1
2 −k

2 ,

h(1,2)(x) =
2n+1∑
k=0

b
(1,2)
k x

n+1
2 −k

2 ,

(3.32)

и N1, N2 ∈ N ∪ {0}, N1 + N2 ≥ 1. Коэффициенты b
(1,2)
2(n+1), j с одинаковым

верхним индексом попарно различны, а коэффициенты b
(1,2)
l, j при l > 2(n +

1) выражаются через b(1,2)2(n+1), j. Если n – нечетное число, то ряды Пюизе

являются рядами Лорана, b(1,2)2l−1 = 0 при 1 ≤ l ≤ n + 1 и b
(1,2)
2l−1, j = 0 при

l > n+ 1, где l ∈ N. Также Nk = 1, если n – нечетное число и Nl = 0, где k,

l = 1, 2 и k ̸= l. Если n – четное число, то N1 = N2.

Доказательство. Воспользуемся Леммой 3.1 и Теоремой 2.5. По Теореме 2.5

ряды Пюизе из поля C∞{x}, которые появляются в представлении (2.7), удо-

влетворяют уравнению (3.5). Найдем все ряды Пюизе из поля C∞{x}, являю-

щиеся решениями уравнения (3.5) при n > 2m+ 1. Опять будем использовать

алгоритмы степенной геометрии [67,68]. Многоугольник Ньютона уравнения

(3.5) при выполнении ограничения n > 2m+ 1 изображен на Рисунке 3.1. Су-

ществует только один доминантный баланс, который порождает ряды Пюизе

с центром в точке x = ∞. Этот баланс соответствует ребру [Q2, Q3]. Укоро-

ченное обыкновенное дифференциальное уравнение для этого баланса и его

степенные решения имеют вид

yyx + g0x
n = 0, y(1,2)(x) = b

(1,2)
0 x

n+1
2 , b

(1,2)
0 = ±

√
−2(n+ 1)g0

(n+ 1)
. (3.33)

Вычисляя производную по Гато доминантного баланса на степенных реше-

ниях, находим показатель Ковалевской. Для каждого из степенных решений

показатель Ковалевской имеет вид l0 = n+ 1. Таким образом, мы получаем

два семейства рядов Пюизе y(1)∞ (x) и y(2)∞ (x) с доминантным поведением (3.33).
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Каждый из этих рядов имеет один произвольный коэффициент, стоящий при

мономе x−(n+1)/2. Ряды существуют лишь при выполнении условий совмест-

ности для показателей Ковалевской. Если n – нечетное число, то ряды Пюизе

(3.32) являются рядами Лорана.

Раскладывая многочлен F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y] и вы-

числяя полиномиальную часть, мы получаем представление (3.30). Из непри-

водимости многочлена F (x, y) следуют ограничения на коэффициенты b
(1,2)
2(n+1), j

с одинаковым верхним индексом.

Далее предположим, что n является нечетным числом и N2 = 0. Пока-

жем, что в этом случае выполнено N1 = 1. Все ряды Пюизе из поля C∞{x},

появляющиеся в представлении (3.30), являются рядами Лорана с одинако-

выми начальными отрезками. Введем новую переменную z по правилу z

z = y −
n+1
2∑

l=0

b
(1)
2l x

n+1
2 −l. (3.34)

Вычисляя проекцию в выражении (3.30), находим{
N1∏
j=1

(
z − b

(1)
n+3x

−1 − . . .− b
(1)
2(n+1),jx

−n+1
2 − . . .

)}
+

= zN1. (3.35)

Требуя, чтобы получающийся многочлен был неприводим, находим N1 = 1.

Повторяем те же самые рассуждения для случай N1 = 0 и нечетного n.

Подставляя L = 0 и ряды (3.32) в представление (2.7), мы находим

собственное значение, заданное выражением (3.31).

Пусть теперь n – четное число. Вычислим коэффициент при мономе

yN1+N2−1x(n+1)/2 в представлении (3.30). В результате находим (N1 −N2)b
(1)
0 .

Поскольку моном yN1+N2−1x(n+1)/2 не является элементом кольца C[x, y] и

b
(1)
0 ̸= 0, мы получаем равенство N1 = N2. Доказательство теоремы закончено.

Проведем анализ полученных результатов. Рассмотрим полиномиальные
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дифференциальные системы Льенара из семейства (B). Мы видели, что по-

казатели Ковалевской доминантного баланса в точке x = ∞ для соответству-

ющего уравнения (3.5) зависят от параметров f0 и g0. В Теоремах 3.2 и 3.6

было доказано, что такая ситуация не может возникать для систем Льенара из

семейств (A) и (C). Таком образом, задача классификации инвариантных ал-

гебраических кривых для систем Льенара при ограничении deg g = 2 deg f+1

является чрезвычайно сложной. В рамках метода рядов Пюизе каждый слу-

чай положительного рационального показателя Ковалевской pj, для которого

выполнено 0 < pj ≤ m+ 1, должен рассматриваться независимо.

Отметим, что инвариантные алгебраические кривые из Теорем 3.2, 3.6

и 3.5 существуют лишь при выполнении определенных ограничений на пара-

метры исходных систем. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.7. Типичная полиномиальная дифференциальная система Лье-

нара (3.1) при фиксированных степенях многочленов f(x) и g(x) не имеет

конечных инвариантных алгебраических кривых, если выполнены условия

deg g > deg f и (deg f, deg g) ̸= (0, 1).

Доказательство. Обозначим множество всех полиномиальных дифференци-

альных систем Льенара с фиксированными степенями многочленов f(x) и g(x)

символом Lm,n. Любая система Льенара с фиксированными коэффициентами

многочленов f(x) и g(x) может быть отождествлена с точкой из множества

Cm+n × (C \ {0})2.

Сначала рассмотрим системы из семейства (A). Подмножество всех по-

линомиальных систем Льенара из семейства (A), таких что существует се-

мейство формальных рядов Пюизе y(1)∞ (x), удовлетворяющих соответствую-

щему уравнению (3.5), имеет нулевую меру Лебега во множестве всех таких

систем. Действительно, ряды y
(1)
∞ (x) существуют лишь при выполнении усло-

вия совместности. Нам нужно показать, что условие совместности не может
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выполняться автоматически. С этой целью будем следить за появлением ко-

эффициента gn−m в семействе рядов y(1)∞ (x). Воспользуемся представлением

y(1)∞ (x) =
+∞∑
l=0

vl(x) (gn−m)l , (3.36)

где {vl(x)} – элементы поля C∞{x}. Условие совместности возникает при

нахождении коэффициента монома x0. Подставляя представление (3.36) в

уравнение (3.5) и приравнивая нулю коэффициенты при (gn−m)l, где l = 0, 1,

мы находим обыкновенные дифференциальные уравнения

v0v0,x + f(x)v0 + ĝ(x) = 0, v0v1,x + (f(x) + v0,x)v1 + xm = 0. (3.37)

Здесь использованы обозначения ĝ(x) = g(x) − gn−mx
m. Доминантное поведе-

ние ряда v0(x) имеет вид

v0(x) = − f0
m+ 1

xm+1 + o(xm+1), x→ ∞. (3.38)

Анализируя обыкновенное дифференциальное уравнение для ряда v1(x), мы

видим, что оно должно было бы иметь степенное решение вида v1(x) = e0x
0,

e0 ∈ C \ {0}, x→ ∞, но не имеет. Также дифференциальные уравнения для

рядов vl(x), l ≥ 2 имеет нулевое решение, если v1(x) обращается в нуль. Следо-

вательно, условие совместности, обеспечивающее существование ряда y(1)∞ (x),

представляет собой многочлен первой степени относительно gn−m и не может

выполняться тождественно. Тот же результат можно получить с помощью

рекуррентного соотношения (3.17). Таким образом, необходимо рассматри-

вать системы с инвариантными алгебраическими кривыми, порождающие

многочлены которых не имеют своим нулем в кольце C∞{x}[y] ряд y
(1)
∞ (x).

Из Теоремы 3.2 следует, что если существует неприводимая инвариантная

алгебраическая кривая, то она единственная и определяется многочленом

F (x, y) = y − p(x) − z1, где z1 ∈ C и многочлен p(x) степени n − m пред-

ставлен в соотношении (3.15). Рассмотрим подмножество систем Льенара,
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имеющих инвариантную алгебраическую кривую y − p(x) − z1 = 0. В этом

случае соответствующее обыкновенное дифференциальное уравнение (3.5)

имеет полиномиальное решение y(x) = p(x) + z1. Из этого уравнение мы мо-

жем найти многочлен g(x). В результате получаем g(x) = −(p+ z1)(px + f).

Мы видим, что размерность подмножества рассматриваемых систем Льенара

меньше размерности Lm,n.

Далее рассмотрим системы Льенара из семейства (B). Из Теоремы 3.5

следует, что у типичной системы Льенара из семейства (B) могут быть непри-

водимые инвариантные алгебраические кривые, заданные только многочлена-

ми степеней 1 и 2 относительно переменной y. Предположим, что существует

неприводимая инвариантная алгебраическая кривая y − ql(x) = 0, где l = 1

или 2. В этом выражении многочлен ql(x) имеет степень m+1 и определяется

по ряду Пюизе y(l)∞ (x) следующим образом: ql(x) = {y(l)∞ (x)}+. Аналогично

случаю систем Льенара из семейства (A), мы вычисляем многочлен g(x) с

помощью уравнения (3.5). Мы видим из соотношения g(x) = −ql(f + ql,x),

что подмножество систем Льенара из семейства (B), у которых существует

инвариантная алгебраическая кривая y−ql(x) = 0, имеет размерность 2m+3,

в то время как размерность множества Lm,n равна m + n + 2 = 3(m + 1).

Следовательно, рассматриваемое подмножество систем Льенара имеет нуле-

вую меру Лебега в Lm,n, если выполнено m > 0. Предположим, что типичная

система Льенара из семейства (B) имеет гиперэллиптическую инвариант-

ную алгебраическую кривую (y + u(x))2 + w(x) = 0. По Теореме 3.5 такая

кривая единственная. Также несложно показать, что многочлен u(x) имеет

степень m+ 1, а многочлен w(x) имеет степень 2m+ 2. Подставим многочлен

F (x, y) = (y + u(x))2 + w(x) в уравнение в частных производных

yFx − (f(x)y + g(x))Fy − λ(x, y)F = 0. (3.39)

Приравняем нулю коэффициенты при различных степенях переменной y. По-

скольку собственное значение λ(x, y) не зависит от y, мы можем выразить
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многочлены f(x) и g(x) через u(x) и v(x). В результате находим

f(x) = ux +
uwx

2w
, g(x) =

wx

2
+
u2wx

2w
. (3.40)

Из этого выражения можно заключить, что любой нуль многочлена w(x)

является также нулем многочлена u(x). Многочлен u(x) параметризуется

самое большее с помощью m + 2 параметров, а многочлен w(x) добавляет

только один новый параметр. Таким образом, размерность множества систем

Льенара из семейства (B), имеющих гиперэллиптическую инвариантную ал-

гебраическую кривую (y + u(x))2 + w(x) = 0, равна самое большее числу

m+ 3. При этом размерность множества Lm,2m+1 есть 3m+ 3.

Нам осталось рассмотреть системы Льенара из семейства (C). Проана-

лизируем зависимость рядов Пюизе y
(1)
∞ (x) и y

(2)
∞ (x) от коэффициента fm.

Рассмотрим представления

y(k)∞ (x) =
∞∑
l=0

v
(k)
l (x) (fm)l , k = 1, 2, (3.41)

где {v(k)l (x)} – элементы поля C∞{x}. Введем следующее обозначение: f̂(x) =

f(x) − fm. Подставляя эти представления в уравнение (3.5) и приравнивая

нулю коэффициенты при (fm)l, где l = 0 и 1, мы приходим к обыкновенным

дифференциальным уравнениям

v0v0,x + f̂(x)v0 + g(x) = 0, v0v1,x + (f̂(x) + v0,x)v1 + v0 = 0. (3.42)

Здесь мы опустили верхний индекс.

Предположим, что число n четное. Ряды Пюизе из поля C∞{x}, которые

удовлетворяют системе (3.42), выглядят следующим образом:

v
(k)
0 (x) =

∞∑
j=0

c
(k)
j x

n+1−k
2 , k = 1, 2, c

(1,2)
0 = ±

√
−2(n+ 1)g0
n+ 1

;

v
(k)
1 (x) =

∞∑
j=0

e
(k)
j x

2−k
2 , k = 1, 2, e

(1,2)
0 = − 2

n+ 1
.

(3.43)
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Теорема 3.1 определяет следующее необходимое условие существования инва-

риантной алгебраической кривой F (x, y) = 0: N1b
(1)
n+3 +N2b

(2)
n+3 = 0. Вспомним,

что b
(k)
n+3 является коэффициентом одного из рядов семейства y

(k)
∞ (x) и Nk

представляет собой число вхождений рядов семейства y(k)∞ (x) в разложение

многочлена F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y]. Из Теоремы 3.6 следу-

ет равенство N1 = N2. Вычисляя первые пять коэффициентов ряда v(k)1 (x),

мы видим, что выражение e(1)4 + e
(2)
4 не является тождественным нулем для

любого многочлена f(x) ̸≡ 0 степени m < (n − 1)/2. Следовательно, выра-

жение N1(b
(1)
n+3 + b

(2)
n+3) является многочленом относительно fm с ненулевым

коэффициентом при fm в общем случае.

Предположим, что число n нечетное. Ряды Пюизе v(k)0 (x) и v(k)1 (x), удо-

влетворяющие системе (3.42), имеют вид (3.43), где коэффициенты
{
c
(k)
j

}
и
{
e
(k)
j

}
с нечетными нижними индексами равны нулю. Далее опять рас-

смотрим необходимое условие существования инвариантной алгебраической

кривой: N1b
(1)
n+3 + N2b

(2)
n+3 = 0. В отличие от предыдущего случая числа N1

и N2 не обязательно равны. Вычислим первые три нетривиальных коэффи-

циента рядов v
(k)
1 (x), k = 1, 2. Мы видим, что выражение N1e

(1)
4 + N2e

(2)
4

тождественно не обращается в нуль для любых чисел N1, N2 ≥ 0, N1 +N2 > 0

и любого ненулевого многочлена f(x) степени m < (n− 1)/2. Следовательно,

выражение N1b
(1)
n+3 + N2b

(2)
n+3, рассматриваемое как многочлен относительно

параметра fm, имеет ненулевой коэффициент при fm в общем случае. Мы

заключаем, что типичная система Льенара из семества (C) не имеет инвари-

антных алгебраических кривых.

Отметим, что в Теореме 3.7 мы рассматривали, так называемые, конечные

инвариантные алгебраические кривые. Продолжая систему (3.1) на комплекс-

ную проективную плоскость CP 2, как описано в Разделе 1.1, мы убеждаемся,

что бесконечно удаленная прямая всегда инвариантна для рассматриваемой
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системы.

При условиях deg f = 0 и deg g = 1 система Льенара становится линей-

ной. Любая такая система имеет две инвариантные прямые.

3.2 Интегрируемость полиномиальных дифференциаль-

ных систем Льенара

В последние годы интегрируемость систем Льенара активно изучается в

научной литературе. Используются различные методы и алгоритмы. Ниже

перечислим наиболее важные исследования:

1. локальный анализ [133–137] и формальные первые интегралы [113,138];

2. классический групповой анализ [139,140] и λ-симметрии [26];

3. локальные [141–145] и нелокальные преобразования [24,146–150];

4. дифференциальная теория Галуа [151];

5. обобщенный метод Прелля–Зингера [152] и теория интегрируемости Дар-

бу [81,146,149,153–160].

Примеры интегрируемых и разрешимых систем Льенара представлены в

справочнике Э. Камке (E. Kamke) [161], а также в справочнике А. Д. Полянина

и В. Ф. Зайцева [162]. Преобразование y(x) = 1/w(x) связывает дифференци-

альное уравнение Абеля второго рода (3.5) с дифференциальным уравнением

Абеля первого рода

wx = g(x)w3 + f(x)w2. (3.44)

Следовательно, результаты, полученные для дифференциальных уравнений

Абеля [141–143, 163–165], непосредственно преносятся на системы Льенара.
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Также отметим некоторые работы, посвященные интегрируемости обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка, в которых как част-

ные случаи возникают дифференциальные уравнения Льенара [25, 166–168].

К сожалению, в большинстве научных работ, затрагивающих глобальную

проблему интегрируемости, дается вывод только достаточных условий инте-

грируемости. Таким образом, подобные работы не содержат классификации

интегрируемых по Дарбу и Лиувиллю подсистем Льенара. Таким образом,

поиск всех интегрируемых подсистем Льенара для фиксированных степеней

многочленов f(x) и g(x) является актуальной задачей.

Целью настоящего раздела является изучение общих свойств интегри-

руемости полиномиальных дифференциальных систем Льенара. Мы будем

интересоваться необходимыми и достаточными условиями интегрируемости

по Дарбу и Лиувиллю. Мы предполагаем, что выполнено условие f(x) ̸≡ 0.

Если положить f(x) ≡ 0, то любая система Льенара является гамильтоновой

с полиномиальным первым интегралом

I(x, y) = y2 + 2

∫ x

0

g(s)ds. (3.45)

Дж. Ллибре (J. Llibre) и К. Валлс (C. Valls) доказали [153], что системы

Льенара (3.1) при выполнении условия deg g ≤ deg f не имеют первых инте-

гралов, являющихся функциями Лиувилля, за исключением простого случая:

g(x) = αf(x), α ∈ C. В связи с этим далее мы будем изучать системы Льенара

(3.1), для которых выполнено неравенство deg g > deg f .

Как свойства инвариантных алгебраических кривых, так и свойства пер-

вых интегралов и интегрирующих множителей существенно различны в сле-

дующих случаях:

(A) deg f < deg g < 2 deg f + 1;

(B) deg g = 2 deg f + 1;

139



(C) deg g > 2 deg f + 1.

В частности, мы покажем, что системы Льенара из семейств (A) и (C)

не интегрируемы по Дарбу. Однако, при любых степенях многочленов f(x) и

g(x) существуют интегрируемые по Лиувиллю подсистемы. Системы Льена-

ра из семейства (B), наоборот, при различных значениях параметров имеют

не только первые интегралы Лиувилля, но и первые интегралы Дарбу и ра-

циональные первые интегралы. Этот факт также отмечался на примерах

многими математиками [26,139–141,145,147,152]. Однако, доказательство это-

го результата в настоящей диссертационной работе будет дано впервые. Мы

не накладываем нетривиальные ограничения на коэффициенты многочленов

f(x) и g(x) за исключением систем Льенара из семейства (B). Как правило,

мы будем рассматривать нерезонансные системы Льенара из семейства (B).

Система Льенара (3.1) является резонансной на бесконечности, если старшие

коэффициенты f0 и g0 многочленов f(x) и g(x) удовлетворяют резонансному

условию, приведенному в Разделе 3.2.1. Резонанс на бесконечности может

возникать только в случае deg g = 2 deg f + 1. Заметим, что подмножество

полиномиальных резонансных систем Льенара имеет нулевую меру Лебега во

множестве всех полиномиальных систем Льенара с фиксированными степе-

нями многочленов f(x) и g(x). Наши результаты также справедливы и для

резонансных на бесконечности систем, но они не являются полными. Для всех

остальных полиномиальных систем Льенара мы приведем полную классифи-

кацию интегрируемых по Лиувиллю подсемейств. Также мы дадим вывод

необходимых и достаточных условий существования неавтономных первых

интегралов Дарбу и неавтономных последних множителей Дарбу – Якоби.

Напомним, что интегрирующие множители и последние множители Яко-

би определяются с точностью до умножения на ненулевую постоянную. Два

интегрирующих множителя или два последних множителя Якоби мы считаем

эквивалентными, если их частное постоянно. Мы не будем различать такие
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объекты. Единственность далее понимается именно в таком смысле.

Лемма 3.3. Пусть полиномиальная система Льенара (3.1), удовлетворяю-

щая ограничению deg g > deg f , имеет экспоненциальный инвариант вида

E(x, y) = exp[h(x, y)], h(x, y) ∈ C[x, y] с собственным значением ϱ(x, y) ∈

C[x, y] степени, не превышающей числа deg g − 1. Тогда многочлен ϱ(x, y)

делится на y в кольце C[x, y].

Доказательство. Многочлен h(x, y) удовлетворяет следующему линейному

неоднородному уравнению в частных производных:

yhx − {f(x)y + g(x)}hy = ϱ(x, y). (3.46)

Представим функции h(x, y) и ϱ(x, y) в виде многочленов относительно y с

коэффициентами, зависящими от x. Подставим эти представления h(x, y) =

h0(x) + h1(x)y + . . . и ϱ(x, y) = ϱ0(x) + ϱ1(x)y + . . . в уравнение (3.46) и най-

дем коэффициент при мономе y0. В результате мы приходим к соотношению

g(x)h1(x) = −ϱ0(x). Степень многочлена ϱ0(x) не превосходит числа deg g−1.

Следовательно, справедливы соотношения h1(x) ≡ 0 и ϱ0(x) ≡ 0. В резуль-

тате многочлен ϱ(x, y) определяется выражением ϱ(x, y) = (ϱ1(x) + . . .)y. На

этом мы заканчиваем доказательство.

В качестве следствия Леммы 3.3 покажем, что интегрируемые по Дар-

бу или Лиувиллю полиномиальные системы Льенара необходимо обладают

инвариантными алгебраическими кривыми.

Теорема 3.8. Если полиномиальная дифференциальная система Льенара

(3.1), удовлетворяющая условию deg g > deg f , не имеет инвариантных

алгебраических кривых, то эта система не интегрируема по Дарбу или

Лиувиллю.
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Доказательство. Несложно убедиться, что полиномиальная дифференциаль-

ная система (1.1) без инвариантных алгебраических кривых не может иметь

рациональных первых интегралов.

Будем доказывать от противного. Предположим, что рассматриваемая

система Льенара (3.1) интегрируема по Дарбу, но не имеет инвариантных

алгебраических кривых. Тогда первый интеграл Дарбу является экспоненци-

альным инвариантом этой системы, имеющим нулевое собственное значение.

Следовательно, выражение стоящее в показателе экспоненты этого инвариан-

та, представляет собой рациональный первый интеграл системы. Мы пришли

к противоречию.

Теперь предположим, что исследуемая система Льенара (3.1) интегриру-

ема по Лиувиллю, но не имеет инвариантных алгебраических кривых. Тогда

существует интегрирующий множитель, являющийся функцией Дарбу. Этот

интегрирующий множитель представляет собой экспоненциальный инвариант

и имеет вид E(x, y) = exp[h(x, y)]. Вычисляя дивергенцию соответствующего

векторного поля

X = y
∂

∂x
− (f(x)y + g(x))

∂

∂y
, (3.47)

находим: divX = −f(x). Дивергенция не зависит от y. При этом согласно

Лемме 3.3 собственное значение экспоненциального инварианта E(x, y) =

exp[h(x, y)] делится на y, если выполнено deg g > deg f . Мы видим, что

условие (2.6) не выполняется.

Следствие 1. Типичная полиномиальная дифференциальная система

Льенара (3.1) при фиксированных степенях многочленов f(x) и g(x) не ин-

тегрируема ни по Дарбу, ни по Лиувиллю, если выполнены условия deg g >

deg f и (deg f, deg g) ̸= (0, 1).

Это утверждение следует из Теорем 3.7 и 3.8. Несложно заметить, что

системы Льенара являются линейными при выполнении условия (deg f, deg g)
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= (0, 1). Такие системы всегда имеют две различные инвариантные прямы и

интегрируемы по Дарбу.

Мы заключаем, что интегрируемая по Лиувиллю полиномиальная диф-

ференциальная система Льенара (3.1) при ограничении deg f < deg g необ-

ходимо обладает хотя бы одной инвариантной алгебраической кривой. Как

мы видели в Разделе 3.1, алгебраические инварианты, порождающие инвари-

антны алгебраические кривые, имеют существенно различные разложения на

множители в кольце C∞{x}[y] в следующих трех случаях:

(A) deg f < deg g < 2 deg f + 1;

(B) deg g = 2 deg f + 1;

(C) deg g > 2 deg f + 1.

Далее будем исследовать интегрируемость систем Льенара из семейств (A),

(B) и (C) по отдельности.

3.2.1 Системы Льенара из семейства (A)

Исследуем возможность существования экспоненциальных инвариантов

с неполиномиальными аргументами для систем Льенара (3.1) из семейства

(A). Здесь и далее мы используем обозначения Раздела 3.1. В частности,

многочлены q(x) и p(x) представляют собой начальные отрезки рядов Пюизе

из поля C∞{x}, которые удовлетворяют уравнению (3.5) при выполнении

условия deg f < deg g < 2 deg f + 1. Эти многочлены вводятся в соотношении

(3.15).

Лемма 3.4. Дифференциальные системы Льенара (3.1) из семейства (A) не

имеют экспоненциальных инвариантов вида E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)},

где h(x, y) ∈ C[x, y] и r(x, y) ∈ C[x, y] \ C – взаимно простые многочлены.
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Доказательство. Доказательство проведем методом от противного. Пусть

функция E(x, y) = exp {h(x, y)/ r(x, y)} является экспоненциальным инвари-

антом некоторой системы Льенара (3.1) из семейства (A). Поскольку мно-

гочлен r(x, y) не постоянен, мы видим, что множество {r(x, y) = 0} пред-

ставляет собой инвариантную алгебраическую кривую рассматриваемой си-

стемы [18]. Пользуясь Теоремой 3.2, представим многочлен r(x, y) в виде

r(x, y) = Fm1
1 (x, y)Fm2

2 (x, y), где m1, m2 ∈ N0, m1 + m2 > 0 и многочлены

F1(x, y) и F2(x, y) являются неприводимыми алгебраическими инвариантами

соответствующей системы. Эти многочлены задаются выражением (3.12) при

N = 1, k = 0 (инвариант F1(x, y)) и выражением (3.12) при N ∈ N, k = 1 (ин-

вариант F2(x, y)). С помощью соотношения (3.13) находим соответствующие

представления для собственных значений этих инвариантов:

λ1(x, y) = −f(x) − qx(x) = o(xm), x→ ∞,

λ2(x, y) = −Nf(x) − (N − 1)qx(x) − px(x) = −f0xm + o(xm), x→ ∞.
(3.48)

Следовательно, собственное значение алгебраического инварианта r(x, y) рав-

но λ(x, y) = m1λ1(x, y) + m2λ2(x, y). Если рассматриваемая система Льена-

ра имеет только один неприводимый алгебраический инвариант, например

F1(x, y), то мы полагаем m2 = 0 и наоборот.

Здесь и далее символом O∞ мы обозначаем нулевой элемент поля C∞{x}.

Предположим, что y(2)∞ (x) является рядом Пюизе, таким что выполнено усло-

вие F2

(
x, y(2)∞ (x)

)
= O∞. Подставляя y = y

(2)
∞ (x) в функцию λ(x, y)/y, мы

можем разложить ее в ряд Пюизе с центром в точке x = ∞. Предполагая, что

выполнено неравенство m2 > 0, мы находим доминантное поведение этого

ряда в точке x = ∞. Оно имеет вид

λ
(
x, y

(2)
∞ (x)

)
y
(2)
∞ (x)

=
m2f

2
0

g0
x2m−n + o

(
x2m−n

)
, x→ ∞. (3.49)

Для систем Льенара из семейства (A) справедливо неравенство 2m− n > −1.

Соотношение (3.49) противоречит Теореме 2.6. Следовательно, мы должны
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положить m2 = 0. Тогда многочлен r(x, y) принимает вид r(x, y) = Fm1
1 (x, y),

где F1(x, y) = y − q(x) − z0 и z0 ∈ C. Уравнение XE = ϱ(x, y)E, где ϱ(x, y) ∈

C[x, y], перепишем в виде

yhx − (g(x)y + f(x))hy = m1λ1(x, y)h+ ϱ(x, y)Fm1
1 (x, y). (3.50)

Заметим, что многочлен y(x) = q(x) + z0 удовлетворяет уравнению (3.5), по-

скольку существует алгебраический инвариант F1(x, y). При этом y(x) являет-

ся нулем многочлена F1(x, y). Для многочлена H(x) = h(x, y)|y=y(x) получаем

обыкновенное дифференциальное уравнение

(q(x) + z0)
dH

dx
= m1λ1(x, y)H, λ1(x, y) = −f(x) − qx(x). (3.51)

Многочлены h(x, y) и F1(x, y) являются взаимно простыми. В результате, мы

заключаем: H(x) ̸≡ 0. Действительно, предполагая противное и применяя тео-

рему Безу, мы видим что многочлены h(x, y) и r(x, y) имеют нетривиальный

общий множитель.

Из соотношений deg q = m + 1 и deg λ1 ≤ m − 1 следует, что уравне-

ние (3.51) не имеет ненулевых полиномиальных решений. Этот факт про-

тиворечит существованию экспоненциальных инвариантов вида E(x, y) =

exp {h(x, y)/r(x, y)} с непостоянным многочленом в знаменателе.

Далее докажем, что дифференциальные системы Льенара (3.1) не имеют

первых интегралов Дарбу при выполнении условия m < n < 2m+ 1.

Теорема 3.9. Дифференциальные системы Льенара (3.1) из семейства (A)

не интегрируемы по Дарбу.

Доказательство. Из Теоремы 3.4 следует, что системы Льенара (3.1), удо-

влетворяющие ограничению m < n < 2m+ 1, не могут иметь одновременно

более двух различных неприводимых инвариантных алгебраических кривых.

Как и при доказательстве Леммы 3.4 мы обозначим соответствующие инвари-

анты символами F1(x, y) и F2(x, y). Не ограничивая общности, будем считать,
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что эти алгебраические инварианты определяются соотношением (3.12), где

N = 1, k = 0 и N ∈ N, k = 1 соответственно.

Предположим, что существует система Льенара (3.1) из семейства (A),

имеющая первый интеграл Дарбу. Тогда согласно предыдущему анализу этот

первый интеграл имеет вид

I(x, y) = F d1
1 (x, y)F d2

2 (x, y), d1, d2 ∈ C, |d1| + |d2| > 0. (3.52)

Действительно, по Лемме 3.4 исследуемая система не имеет экспоненциаль-

ных инвариантов вида E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)}, где h(x, y) ∈ C[x, y] и

r(x, y) ∈ C[x, y]\C. Из Леммы 3.3 следует, что собственные значения экспонен-

циальных инвариантов E(x, y) = exp[h(x, y)] кратны y. При этом собственные

значения инвариантных алгебраических кривых F1(x, y) = 0 и F2(x, y) = 0, а

также дивергенция соответствующего векторного поля не зависят от y. Сле-

довательно, в первые интегралы, являющиеся функциями Дарбу, не входят

экспоненциальные множители.

Отметим, что если рассматриваемая система Льенара имеет только один

неприводимый алгебраический инвариант, например, F1(x, y), то мы полагаем

d2 = 0 и наоборот. Собственные значения λ1(x, y) и λ2(x, y) инвариантных ал-

гебраических кривых F1(x, y) = 0 и F2(x, y) = 0 представлены в соотношении

(3.48). Первый интеграл (3.52) существует тогда и только тогда, когда выпол-

нено условие d1λ1(x, y) + d2λ2(x, y) = 0. Подставим собственные значения в

это условие. В результате получим

d1[f(x) + qx(x)] + d2[Nf(x) + (N − 1)qx(x) + px(x)] = 0. (3.53)

Старший моном в соотношении (3.52) имеет вид d2f0x
m. Поскольку f0 ̸= 0,

мы получаем d2 = 0. Следовательно, рассматриваемая система Льенара из

семейства (A) имеет рациональный первый интеграл, который можно задать

подстановкой d1 = 1 в представление (3.52). Опять воспользуемся следствием
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из Теоремы 3.4, которое исключает существование рациональных первых

интегралов.

Далее наша задача состоит в изучении вопроса существования неавтоном-

ных первых интегралов Дарбу с зависящими от времени экспоненциальными

множителями, определенных в Разделе 2.2.

Лемма 3.5. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (A)

имеет неавтономный первый интеграл Дарбу с зависящим от времени

экспоненциальным множителем вида (2.18) тогда и только тогда, когда

deg g = deg f + 1 и выполняется условие

g(x) = ω

(∫ x

0

f(s)ds− ωx− z0

)
, ω, z0 ∈ C, ω ̸= 0. (3.54)

При этом соответствующий неавтономный первый интеграл имеет вид

I(x, y, t) =

(
y +

∫ x

0

f(s)ds− ωx− z0

)
exp(ωt). (3.55)

Кроме того, рассматриваемая система не может иметь других незави-

симых неавтономных первых интегралов Дарбу с зависящими от времени

экспоненциальными множителями вида (2.18).

Доказательство. Пусть многочлен g(x) задан соотношением (3.54). Непо-

средственной проверкой убеждаемся, что функция (3.55) является неавтоном-

ным первым интегралом соответствующей системы.

Установим необходимость условия (3.54). Повторим рассуждения, приве-

денные при доказательстве Теоремы 3.9. Согласно Теоремам 2.7 и 3.4 неавто-

номный первый интеграл (2.18) можно представить в виде

I(x, y, t) = F d1
1 (x, y)F d2

2 (x, y) exp(ωt),

d1, d2, ω ∈ C, |d1| + |d2| > 0, ω ̸= 0.
(3.56)

Исследуем необходимое и достаточное условие существования этого неавто-

номного первого интеграла:

d1[f(x) + qx(x)] + d2[Nf(x) + (N − 1)qx(x) + px(x)] − ω = 0. (3.57)
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Аналогично случаю Теоремы 3.9 мы находим d2 = 0. Далее без ограничения

общности полагаем d1 = 1. Рассмотрим равенство (3.57) как обыкновенное

дифференциальное уравнение для многочлена q(x). Выполняя интегрирова-

ние, получаем полиномиальное решение

q(x) = −
∫ x

0

f(s)ds+ ωx, (3.58)

удовлетворяющее условию q(0) = 0. Напомним, что это условие накладыва-

лось в соотношении (3.15). Наконец заметим, что алгебраический инвариант

F1(x, y) = y−q(x)−z0 существует тогда и только тогда, кода ряд Пюизе вида

y
(1)
∞ , заданный соотношением (3.14), обрывается на мономе bm+1x

0. В этом слу-

чае уравнение (3.5) имеет полиномиальное решение y(x) = q(x) + z0. Подстав-

ляя наши результаты в уравнение (3.5), мы приходим у соотношению (3.54).

Анализируя это соотношение, находим deg g = deg f + 1. Отсутствие других

неавтономных первых интегралов Дарбу вида (2.18) следует из проведенных

выше выкладок и единственности алгебраического инварианта F1(x, y).

Из Леммы 3.5 следует, что обыкновенное дифференциальное уравнение

(3.5), соответствующее системе Льенара из семейства (A) с неавтономным

первым интегралом Дарбу вида (2.18), необходимо имеет полиномиальное

решение y(x) = q(x) + z0, где многочлен q(x) задан равенством (3.58).

Теорема 3.10. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (A)

интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, когда выполнены следу-

ющие условия:

1. рассматриваемая система имеет две различные неприводимые инва-

риантные алгебраические кривые F1(x, y) = 0 и F2(x, y) = 0, где много-

член F1(x, y) = y−q(x)−z0 определяется равенством (3.12) при N = 1,

k = 0 и многочлен F2(x, y) ∈ C[x, y] определяется равенством (3.12)

при N ∈ N, k = 1;
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2. для многочленов q(x) и p(x), задающих начальные отрезки рядов Пюизе

из поля C∞{x} и удовлетворяющих уравнению (3.5), выполнено условие

(n−m)[f(x) + qx(x)] + (m+ 1)px(x) = 0. (3.59)

При этом для соответствующей системы Льенара существует единствен-

ный интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) =
(y − q(x) − z0)

N(m+1)−(n+1)
m+1

F2(x, y)
. (3.60)

Доказательство. Согласно Теореме 2.2 интегрируемая по Лиувиллю дву-

мерная полиномиальная система имеет интегрирующий множитель Дарбу.

Действуя так же, как и при доказательстве Теоремы 3.9, мы заключаем, что

интегрирующий множитель не содержит экспоненциальных инвариантов и

имеет вид

M(x, y) = F d1
1 (x, y)F d2

2 (x, y), d1, d2 ∈ C, |d1| + |d2| > 0. (3.61)

В этом выражении многочлены F1(x, y) и F2(x, y) представляют собой непри-

водимые алгебраические инварианты. Многочлен F1(x, y) определяется вы-

ражением (3.12) при N = 1 и k = 0. Многочлен F2(x, y), в свою очередь,

определяется тем же самым выражением, где N ∈ N и k = 1. Если рас-

сматриваемая система Льенара имеет только один алгебраический инвариант,

например F1(x, y) = 0, то полагаем d2 = 0 и наоборот. Вычисляя дивергенцию

векторного поля (3.47), находим divX = −f(x). Необходимое и достаточное

условие существования интегрирующего множителя (3.61) представляется

следующим образом: d1λ1(x, y) + d2λ2(x, y) = f(x), где многочлены λ1(x, y)

и λ2(x, y) – это собственные значения инвариантных алгебраических кривых

F1(x, y) = 0 и F2(x, y) = 0 соответственно. Эти собственные значения приведе-

ны в соотношении (3.48). Перепишем условие существования интегрирующего

множителя в виде

d1[f(x) + qx(x)] + d2[Nf(x) + (N − 1)qx(x) + px(x)] = −f(x). (3.62)
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Приравнивая коэффициенты, стоящие при старших степенях, находим d2 =

−1. Далее вспомним, что алгебраический инвариант F1(x, y) имеет первую

степень по переменной y: F1(x, y) = y − q(x) − z0. Если d1 = 0, то инвари-

ант F1(x, y) или не существует, или не входит в явное представление (3.61)

интегрирующего множителя.

Далее рассмотрим представления собственных значений λ1(x, y) и λ2(x, y)

в кольце C∞{x}[y]. Они имеют вид

λ1(x, y) = −f(x) − qx(x),

λ2(x, y) = −
N−1∑
j=1

[
f(x) +

(
y
(1)
j,∞

)
x

]
−
[
f(x) +

(
y
(2)
N,∞

)
x

]
.

(3.63)

Подставляя эти соотношения в условие d1λ1(x, y) + d2λ2(x, y) = f(x), где

d2 = −1, находим

d1[f(x) + qx(x)] −
N−1∑
j=1

[
f(x) +

(
y
(1)
j,∞

)
x

]
=
(
y
(2)
N,∞

)
x
. (3.64)

Ряды Пюизе y(x) = y
(1)
j,∞(x) и многочлен y(x) = q(x) + z0 удовлетворяют

уравнению (3.5). Таким образом, мы приходим к равенству

f(x) + qx(x) = − g(x)

q(x) + z0
, f(x) +

(
y
(1)
j,∞

)
x

= −g(x)

y
(1)
j,∞

. (3.65)

Опять мы предполагаем, что d1 = 0, если нет полиномиального решения

y(x) = q(x) + z0. Используя выражения (3.65), переписываем условие (3.64) в

виде

g(x)

[
N−1∑
j=1

1

y
(1)
j,∞

− d1
q(x) + z0

]
=
(
y
(2)
N,∞

)
x
. (3.66)

Найдем мономы наибольшего порядка роста в окрестности точки x = ∞.

Используя асимптотические формулы

g(x) = g0x
n + o(xn), q(x) = − f0

m+ 1
xm+1 + o(xm+1),

y
(1)
j,∞(x) = − f0

m+ 1
xm+1 + o(xm+1), y

(2)
N,∞(x) = −g0

f0
xn−m + o(xn−m),

(3.67)
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собираем коэффициенты при xn−m−1 в соотношении (3.66). В результате по-

лучаем формулу

d1 = N − 1 − n−m

m+ 1
. (3.68)

Из неравенств m < n < 2m+ 1 следует, что параметр d1 не может равняться

нулю. Подставляя выражение (3.68) и d2 = −1 в соотношения (3.61) и (3.62),

мы находим условие (3.59) и интегрирующий множитель Дарбу (3.61).

Предположим, что система Льенара из семейства (A) имеет два различ-

ных интегрирующих множителя Дарбу. Напомним, что мы считаем инте-

грирующие множители различными, если их частное не равно константе. В

этом случае исследуемая система интегрируема с первым интегралом Дарбу.

Пришли к противоречию.

Замечание 1. Условие (3.59) тождественно удовлетворяется, если выпол-

нено deg g = deg f + 1. Действительно, положим n = m+ 1. Тогда

f(x) + qx(x) =
(m+ 1)g0

f0
, p(x) = −g0

f0
x. (3.69)

Следовательно, дифференциальная система Льенара, удовлетворяющая огра-

ничению deg g = deg f + 1 и имеющая два различных алгебраических инва-

рианта, всегда интегрируема по Лиувиллю.

Из Теоремы 3.10 следует, что уравнение (3.5), соответствующее интегри-

руемой по Лиувиллю дифференциальной системе Льенара из семейства (A),

имеет полиномиальное решение y(x) = q(x) + z0. Также используя условие

(3.59) и уравнение (3.5), мы можем в интегрируемых случаях представить

многочлены f(x) и g(x) в виде

f(x) = −qx(x) − m+ 1

n−m
px(x), g(x) =

m+ 1

n−m
[q(x) + z0]px(x). (3.70)

Напомним, что многочлены q(x) и p(x) имеют степени m+ 1 и n−m соответ-

ственно. Из Теоремы 3.10 следует, что дифференциальная система Льенара

151



(3.1) из семейства (A) интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, ко-

гда многочлены f(x) и g(x) заданы соотношениями (3.70) и система имеет

алгебраический инвариант с представлением (3.12), где N ∈ N и k = 1.

Далее исследуем интегрируемость систем Льенара (3.1) из семейства

(A), таких что соответствующее уравнение (3.5) имеет два полиномиальных

решения. Справедлива следующая теорема.

Теорема 3.11. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (A),

имеющая два различных алгебраических инварианта первой степени по пе-

ременной y, интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, когда ее

можно представить в виде

xt = y, yt =
[
kβvk−1(x) + (k + l)vl−1(x)

]
vxy

−k
[
βvk(x) + vl(x)

]
vl−1(x)vx,

(3.71)

где β ∈ C \ {0}, v(x) – произвольный многочлен степени (n − m)/l, k и l

взаимно простые натуральные числа такие, что выполнено соотношение

(m+1)l = (n−m)k. Соответствующая система Льенара имеет единствен-

ный интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) = {y − βvk(x) − vl(x)}−
l
k

{
y − vl(x)

}−1 (3.72)

и алгебраические инварианты y−βvk(x)−vl(x) и y−vl(x). Первый интеграл

Лиувилля выглядит следующим образом:

I(x, y) =
kβ

l
k

k − l
{y − βvk(x) − vl(x)}

k−l
k +

k−1∑
j=0

exp

[
−πl(2j + 1)i

k

]
× ln

{
{y − βvk(x) − vl(x)}

1
k − β

1
k exp

[
π(2j + 1)i

k

]
v(x)

}
.

(3.73)

Доказательство. Будем использовать новые обозначения для полиномиаль-

ных решений уравнения (3.5). Положим q̃(x) = q(x) + z0 и p̃(x) = p(x) + z1.

Условие (3.59) и уравнение (3.5) позволяют получить явные выражения (3.70)
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для многочленов f(x) и g(x). Подставляя формулу y(x) = p̃(x) и соотношения

(3.70) в уравнение (3.5), мы будем рассматривать получающееся равенство

как обыкновенное дифференциальное уравнение относительно многочлена

q̃(x). Интегрируя это уравнение, находим

q̃(x) = βp̃
m+1
n−m (x) + p̃(x), (3.74)

где β ∈ C – постоянная интегрирования. Вспомним, что q̃(x) и p̃(x) явля-

ются многочленами степеней m+ 1 и n−m соответственно. Следовательно,

получаем β ̸= 0. Введем взаимно простые натуральные числа k и l такие,

что выполнено (m + 1)l = (n − m)k. Тогда многочлены p̃(x) и q̃(x) можно

представить в виде

p̃(x) = vl(x), q̃(x) = βvk(x) + vl(x). (3.75)

В этом выражение v(x) представляет собой произвольный многочлен степени

(n−m)/l. Подставляя N = 1 в соотношение (3.60), мы находим интегрирую-

щий множитель (3.72). Наконец, вычисляя криволинейный интеграл

I(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

M(x, y) [ydy + {f(x)y + g(x)} dx] , (3.76)

мы получаем первый интеграл (3.73), где i – мнимая единица.

Замечание 1. Семейство систем (3.71) можно привести к простому виду

sτ = z, zτ =
[
kβsk−1 + (k + l)sl−1

]
z − k

[
βsk + sl

]
sl−1 (3.77)

с помощью обобщенных преобразований Зундмана s(τ) = v(x), z(τ) = y,

dτ = vx(x)dt. Подставляя v(x) = s, y = z в соотношение (3.73), мы находим

первый интеграл для систем (3.77).

Покажем, что для любых фиксированных степеней многочленов f(x) и

g(x) существуют интегрируемые по Лиувиллю дифференциальные системы
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Льенара (3.1) из семейства (A). С этой целью положим p̃(x) = xn−m. Много-

член q̃(x) вычислим с помощью соотношения (3.74). В результате получаем

q̃(x) = βxm+1 + xn−m. Таким образом, семейство систем Льенара вида

xt = y, yt =
[
(m+ 1)βxm + (n+ 1)xn−m−1

]
y

−(m+ 1)
(
βxn + x2n−2m−1

) (3.78)

интегрируемо по Лиувиллю. Соответствующий интегрирующий множитель

Дарбу имеет вид

M(x, y) =
(
y − xn−m

)−1 (
y − βxm+1 − xn−m

)m−n
m+1 . (3.79)

Заметим, что если для чисел n и m выполнено n = l(k + 1) − 1 и m = lk − 1,

где l, k ∈ N, k > 1, то соотношения (3.70) и (3.74) позволяют построить

интегрируемые по Лиувиллю системы Льенера

xt = y, yt =
[
kβp̃k−1(x) + k + 1

]
p̃x(x)y − k

(
βp̃k−1(x) + 1

)
p̃(x)p̃x(x), (3.80)

где p̃(x) – многочлен степени n−m = l. Используя выражение (3.72), несложно

показать, что системы (3.80) имеют интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) = {y − βp̃k(x) − p̃(x)}−
1
k{y − p̃(x)}−1. (3.81)

В случае k = 2 для соответствующего первого интеграла Лиувилля находим

следующее простое представление, отличное от (3.73):

I(x, y) = arctanh

{√
βp̃ 2(x)

F (x, y)

}
+
√
βF (x, y),

F (x, y) = βp̃ 2(x) + p̃(x) − y.

(3.82)

Отметим, что существуют дифференциальные системы Льенара из семейства

(A) такие, что многочлен F2(x, y) в выражении (3.60) имеет степень выше

1 относительно переменной y. На самом деле, степени многочлена F2(x, y)

относительно переменной y могут быть любыми натуральными числами. Это

утверждение будет обосновано в Разделе 3.3.

154



Далее изучим существование неавтономных последних множителей Дар-

бу – Якоби. Случаи deg g = deg f + 1 и deg g ̸= deg f + 1 рассмотрим по

отдельности.

Лемма 3.6. Дифференциальная система Льенара (3.1), для которой вы-

полнено deg f + 1 < deg g < 2 deg f + 1 (m + 1 < n < 2m + 1), имеет

неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и

только тогда, когда справедливы следующие условия:

1. рассматриваемая система обладает двумя различными неприводимы-

ми инвариантными алгебраическими кривыми F1(x, y) = 0 и F2(x, y) =

0, где многочлен F1(x, y) = y−q(x)−z0 определяется равенством (3.12)

при N = 1, k = 0 и многочлен F2(x, y) ∈ C[x, y] определяется равен-

ством (3.12) при N ∈ N, k = 1;

2. для многочленов q(x) и p(x), задающих начальные отрезки рядов Пюизе

из поля C∞{x} и удовлетворяющих уравнению (3.5), выполнено условие

(n−m)[f(x) + qx(x)] + (m+ 1)[px(x) + ω] = 0, (3.83)

где ω ∈ C \ {0} некоторая постоянная.

При этом неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби единствен-

ный и принимает вид

M(x, y, t) =
(y − q(x) − z0)

N(m+1)−(n+1)
m+1

F2(x, y)
exp(ωt). (3.84)

Доказательство. Воспользуемся Теоремами 2.8 и 3.10. Действуя так же, как

и при доказательстве Теоремы 3.10, мы видим, что единственное отличие

заключается в условии (3.62). В нашем случае это условие принимает вид

d1[f(x) + qx(x)] + d2[Nf(x) + (N − 1)qx(x) + px(x)] − ω = −f(x), (3.85)
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где ω ̸= 0. Соответствующий неавтономный последний множитель Дарбу –

Якоби выглядит следующим образом:

M(x, y, t) = F d1
1 (x, y)F d2

2 (x, y) exp[ωt]. (3.86)

Аналогично случаю Теоремы 3.10 находим значения параметров d1 и d2: d1 =

N − 1 − (n − m)/(m + 1) и d2 = −1. Оба эти параметра отличны от нуля.

Следовательно, если для рассматриваемой системы Льенара (3.1) существует

неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби, то эта система имеет две

различные неприводимые инвариантные алгебраические кривые F1(x, y) = 0

и F2(x, y) = 0. Подставляя явные значения параметров d1 и d2 в условие

(3.85), приходим к соотношению (3.83).

Предположим, что существуют два различных неавтономных последних

множителей Дарбу – Якоби вида (2.20). Тогда их частное является первым

интегралом Дарбу (2.18), автономным или неавтономным. Согласно Теореме

3.9 и Лемме 3.5 это невозможно.

Лемма 3.7. Дифференциальная система Льенара (3.1), для которой вы-

полнено deg g = deg f + 1 (n = m + 1), обладает неавтономным послед-

ним множителем Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и только тогда, когда

рассматриваемая система имеет неприводимую инвариантную алгебраиче-

скую кривую F2(x, y) = 0, заданную многочленом (3.12), где N ∈ N и k = 1.

Неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби выглядит следующим

образом:

M(x, y, t) =
(y − q(x) − z0)

d1 exp
[
g0
f0
{1 + {d1 − (N − 1)}(m+ 1)} t

]
F2(x, y)

. (3.87)

При этом d1 ∈ C, если система имеет еще одну инвариантную алгебраиче-

скую кривую y − q(x) − z0 = 0 и d1 = 0 в противном случае. Неавтономный

последний множитель Дарбу – Якоби единственен, когда инвариантная

кривая y − q(x) − z0 = 0 не существует.
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Доказательство. Аналогично случаю Леммы 3.6 мы видим, что неавтоном-

ный последний множитель Дарбу – Якоби (2.20) существует тогда и только

тогда, когда рассматриваемая система имеет хотя бы одну инвариантную ал-

гебраическую кривую и выполнено условие (3.85). Опять мы предполагаем,

что dj = 0, если инвариантная алгебраическая кривая Fj(x, y) = 0 не суще-

ствует. Явное представление неавтономного последнего множителя Дарбу –

Якоби имеет вид (3.86). Приравнивая коэффициенты мономов наибольшего

порядка роста в выражении (3.85), находим d2 = −1. Отсюда заключаем, что

инвариантная алгебраическая кривая F2(x, y) = 0 обязательно существует.

Далее мы видим, что многочлены f(x) + qx(x) и px(x) на самом деле явля-

ются константами, см. соотношение (3.69). Подставляя равенства d2 = −1,

f(x) + qx(x) = (m+ 1)g0/f0 и px(x) = −g0/f0 в условие (3.85), получаем

(m+ 1)g0d1 + {1 − (N − 1)(m+ 1)} g0 − f0ω = 0. (3.88)

Это выражение позволяет определить параметр ω, который имеет вид (3.87).

Если рассматриваемая дифференциальная система Льенара не имеет инва-

риантной алгебраической кривой F1(x, y) = 0, то неавтономный последний

множитель Дарбу – Якоби (3.87), где d1 = 0, единственен. В противном случае,

существует семейство неавтономных последних множителей Дарбу – Якоби

(3.87), параметризованных числом d1. Напомним, что инвариантная алгебра-

ическая кривая F1(x, y) = 0 выглядит следующим образом: y − q(x) − z0 = 0.

Ранее было показано, что для дифференциальной системы Льенара (3.1),

удовлетворяющей условию deg g = deg f + 1 и имеющей инвариантную ал-

гебраическую кривую y − q(x) − z0 = 0, существует зависящий от времени

первый интеграл Дарбу (3.55). Несложно заметить, что произведение первого

интеграла и непостоянного последнего множителя Якоби представляет собой

еще один последний множитель Якоби исследуемой системы.

В Разделах 3.3 и 3.4 будут приведены примеры дифференциальных си-
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стем Льенара из семейства (A), обладающих неавтономными последними

множителями Дарбу – Якоби (3.87).

3.2.2 Системы Льенара из семейства (B)

В этом разделе мы будем рассматривать полиномиальные дифференци-

альные системы Льенара с фиксированными степенями многочленов f(x) и

g(x), такими что выполнено условие deg g = 2 deg f + 1. Из Теоремы 3.5

следует, что показатели Ковалевской рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовле-

творяющих уравнению (3.5), зависят от параметров f0 и g0. Следовательно,

проведение классификации неприводимых алгебраических инвариантов, а

также интегрируемых по Дарбу или Лиувиллю подсистем является чрезвы-

чайно трудной задачей, если зафиксированы лишь степени многочленов f(x)

и g(x). Каждый случай рационального показателя Ковалевской pj, для ко-

торого выполнено 0 < pj ≤ m + 1, в рамках метода рядов Пюизе должен

рассматриваться отдельно. Отметим, что наличие показателей Ковалевской,

зависящих от параметров, приводит к появлению большого количества раз-

личных интегрируемых подсемейств систем Льенара из семейства (B).

Мы будем по большей части интересоваться нерезонансным случаем.

Дифференциальная система Льенара из семейства (B) называется резонанс-

ной на бесконечности, если уравнение (3.23) имеет решение из множества

Q+. Для удобства введем новый параметр δ в соответствии с соотношением

g0 =
f 20 − δ2

4(m+ 1)
, δ ∈ C \ {−f0, f0}. (3.89)

Используя новую параметризацию, решим уравнение (3.23). В результате

показатели Ковалевской принимают вид

η1 =
2(m+ 1)δ

δ − f0
, η2 =

2(m+ 1)δ

δ + f0
. (3.90)

Оба показателя Ковалевской не являются положительными рациональными

числами тогда и только тогда, когда выполнено условие δ/f0 ̸∈ Q\{0}. Также
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мы предполагаем, что выполнено неравенство deg f > 0. Дифференциальные

системы Льенара (3.1) при ограничениях deg f = 0 и deg g = 1 становятся

линейными. Такие системы при любых значениях параметров интегрируемы

по Дарбу, см. Раздел 3.2.

В этом разделе мы используем обозначения Теоремы 3.5. В частности,

ряды Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющие уравнению (3.5), обозначены

символами y
(1)
∞ (x) и y

(2)
∞ (x). Если ввести параметр δ в место коэффициента

g0, то эти ряды имеют следующее доминантное поведение:

y(1)∞ (x) =
δ − f0

2(m+ 1)
xm+1 + o(xm+1), x→ ∞;

y(2)∞ (x) = − δ + f0
2(m+ 1)

xm+1 + o(xm+1), x→ ∞.

(3.91)

Полиномиальные части рядов y
(1)
∞ (x) и y

(2)
∞ (x) обозначим как q1(x) и q2(x)

соответственно. Таким образом, справедливы соотношения

q1(x) =
{
y(1)∞ (x)

}
+
, q2(x) =

{
y(2)∞ (x)

}
+
. (3.92)

Если δ = 0, то ряды y
(1)
∞ (x) и y(2)∞ (x) совпадают. В этом случае будем опускать

нижний индекс: q(x) = {y∞(x)}+.

Изучим возможность существования экспоненциальных инвариантов, со-

ответствующих инвариантным алгебраическим кривым.

Лемма 3.8. Пусть h(x, y) ∈ C[x, y] и r(x, y) ∈ C[x, y] \ C являются взаим-

но простыми многочленами. Дифференциальная система Льенара (3.1) из

семейства (B) при ограничении δ/f0 ̸∈ Q \ {0} имеет экспоненциальные ин-

варианты вида E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)} тогда и только тогда, когда

выполнены следующие условия:

1. δ = 0;

2. существует алгебраический инвариант F (x, y) = y − q(x);
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3. обыкновенное дифференциальное уравнение

q(x)ux(x) + [f(x) + qx(x)]u(x) = 0 (3.93)

имеет ненулевое полиномиальное решение u(x).

Соответствующий экспоненциальный инвариант выглядит следующим об-

разом:

E(x, y) = exp

[
u(x)

y − q(x)

]
(3.94)

и ему соответствует собственное значение ϱ(x, y) = ux(x).

Доказательство. Из Теоремы 3.5 следует, что любая дифференциальная си-

стема Льенара (3.1) из семейства (B) при ограничении δ/f0 ̸∈ Q\{0} имеет не

более двух различных инвариантных алгебраических кривых одновременно.

Степени по переменной y соответствующих неприводимых алгебраических

инвариантов равны 1 или 2. Если существует неприводимый алгебраический

инвариант степени 2 по отношению к переменной y, то он единственен. Непри-

водимых алгебраических инвариантов степени 1 относительно переменной y

не может быть более двух. Поскольку E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)} представ-

ляет собой экспоненциальный инвариант, мы заключаем, что r(x, y) является

алгебраическим инвариантом соответствующей системы. Экспоненциальные

инварианты можно представить в виде

E(x, y) = exp

[
h(x, y)

Fm1
1 (x, y)Fm2

2 (x, y)

]
, m1,m2 ∈ N0, m1 +m2 > 0, (3.95)

где F1(x, y) и F2(x, y) – неприводимые алгебраические инварианты. Не теряя

общности, предположим, что mk = 0, если алгебраический инвариант Fk(x, y)

не существует. Здесь k = 1 или k = 2.

Случай 1. Предположим, что система Льенара из семейства (B) име-

ет только один неприводимый алгебраический инвариант F1(x, y) степени
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2 относительно переменной y. С помощью соотношения (3.25), мы находим

собственное значение λ1(x, y) этого инварианта. Он имеет вид

λ1(x, y) = −2f(x) −
{
∂x

(
y(1)∞

)
+ ∂x

(
y(2)∞

)}
+
. (3.96)

В окрестности точки x = ∞ собственное значение ведет себя следующим

образом: λ1(x, y) = −f0xm + o(xm). Далее рассмотрим один из рядов Пюизе,

например, ряд y(1)∞ (x). Справедливо асимптотическое представление

λ1

(
x, y

(1)
∞ (x)

)
y
(1)
∞ (x)

= −2(m+ 1)f0
(δ − f0)x

+ o

(
1

x

)
, x→ ∞ (3.97)

Поскольку δ/f0 ̸∈ Q\{0}, мы заключаем, что условия Теоремы 2.6 не выполне-

ны, если δ ̸= 0. Случай δ = 0 будет рассматриваться отдельно. Таким образом,

экспоненциальные инварианты не существуют при выполнении условия δ ̸= 0.

Случай 2. Предположим, что рассматриваемая система Льенара из се-

мейства (B) имеет два различных неприводимых алгебраических инварианта

F1(x, y) и F2(x, y). Заметим, что эти инварианты определяются многочле-

нами первой степени относительно переменной y. Их собственные значения

выглядят следующим образом:

λk(x, y) = −f(x) −
{
∂x

(
y(k)∞

)}
+
, k = 1, 2. (3.98)

Собственное значение алгебраического инварианта Fm1
1 (x, y)Fm2

2 (x, y) имеет

вид λ(x, y) = m1λ1(x, y) +m2λ2(x, y). Найдем его асимптотическое поведение

в точке x = ∞. В результате получаем

λ(x, y) =
1

2
[m2(δ − f0) −m1(δ + f0)]x

m + o(xm), x→ ∞. (3.99)

Предположим, что одно из чисел m1 или m2, например m1, отлично от нуля.

Рассмотрим асимптотическое равенство

λ
(
x, y

(1)
∞ (x)

)
y
(1)
∞ (x)

= (m+ 1)

(
m2 −

(δ + f0)m1

δ − f0

)
1

x
+ o

(
1

x

)
, x→ ∞. (3.100)
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Используя Теорему 2.6 и выражение δ/f0 ̸∈ Q \ {0}, мы видим, что экспонен-

циальные инварианты (3.95) не существуют, если δ ̸= 0.

Случай 3. Будем считать, что исследуемая дифференциальная система

Льенара из семейства (B) имеет только один неприводимый алгебраический

инвариант: F1(x, y) или F2(x, y). Если δ ̸= 0, то действуя как и в преды-

дущем случае, мы доказываем отсутствие экспоненциальных инвариантов с

неполиномиальным аргументом.

Случай 4. Положим δ = 0. В этом случае ряды Пюизе y(1)∞ (x) и y
(2)
∞ (x)

сливаются. Единственный ряд Пюизе из поля C∞{x}, который удовлетворяет

уравнению (3.5), мы обозначили символом y∞(x). Предположим, что рассмат-

риваемая система Льенара имеет неприводимый алгебраический инвариант

F (x, y). Тогда справедливо равенство F (x, y) = y− q(x), где q(x) = {y∞(x)}+.

Собственное значение λ(x, y) этого инварианта выглядит следующим образом:

λ(x, y) = −f(x) − qx(x) и не зависит от переменной y. Если система имеет

экспоненциальный инвариант E(x, y) = exp
{
h(x, y)/F k(x, y)

}
при некотором

k ∈ N, то без ограничения общности можно считать, что степень многочлена

h(x, y) относительно переменной y не превосходит числа k − 1. Символом

ϱ(x, y) ∈ C[x, y] обозначаем собственного значения инварианта E(x, y). Вве-

дем переменную z по правилу z = y − q(x) и представим многочлен h(x, y) в

виде

h(x, y) =
k−1∑
j=0

uj(x)zj, z = y − q(x), uj(x) ∈ C[x], (3.101)

где без ограничения общности полагаем u0(x) ̸≡ 0. В противном случае па-

раметр k нужно уменьшить на единицу. Подставляя представление (3.101) в

уравнение в частных производных Xh− kλh = ϱ(x, y)zk, которое можно по-

лучить из уравнения для экспоненциального инварианта E(x, y), мы требуем,

чтобы коэффициенты при zj, 0 ≤ j ≤ k обращались в нуль. В результа-

те мы видим, что собственное значение ϱ(x, y) не зависит от переменной y:
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ϱ(x, y) = uk−1,x. Также получаем систему

qu0,x − kλu0 = 0,

quj,x − (k − j)λuj + uj−1,x = 0, 1 ≤ j < k − 1.
(3.102)

Решая первые два уравнения, находим доминантные слагаемые многочленов

u0(x) и u1(x): u0(x) = C0x
k(m+1) и u1(x) = 2k(m+ 1)2C0x

(k−1)(m+1) lnx/f0, где

C0 ∈ C \ {0}. Поскольку u1(x) – многочлен, необходимо положить k = 1.

Следовательно, экспоненциальный инвариант E(x, y) = exp{h(x, y)/F (x, y)}

существует тогда и только тогда, когда E(x, y) = exp{u0(x)/(y − q(x))} и

многочлен u0(x) удовлетворяет уравнению qu0,x − λu0 = 0. Опуская нижний

индекс для u0(x), получаем соотношения (3.93) и (3.94).

Замечание 1. Анализируя поведение в точке x = ∞ полиномиального

решения уравнения (3.93), мы видим, что многочлен u(x) имеет степень m+1.

Далее наша задача состоит в выводе необходимых и достаточных условий

интегрируемости по Дарбу для нерезонансных на бесконечности дифференци-

альных систем Льенара из семейства (B). Случай δ = 0 будет рассматриваться

отдельно.

Теорема 3.12. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B),

удовлетворяющая условию δ/f0 ̸∈ Q, интегрируема по Дарбу тогда и только

тогда, когда она выглядит следующим образом:

xt = y, yt =
2f0
f0 − δ

q1, xy −
f0 + δ

f0 − δ
q1, xq1, (3.103)

где q1(x) – многочлен степени m + 1 со страшим коэффициентом (δ −

f0)/(2{m + 1}). Соответствующий первый интеграл Дарбу можно пред-

ставить в виде

I(x, y) = [y − q1(x)]δ−f0

[
y − (f0 + δ)

(f0 − δ)
q1(x)

]δ+f0

. (3.104)
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Доказательство. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что выраже-

ние (3.104) представляет собой первый интеграл Дарбу, если выполнены все

условия теоремы.

Докажем обратное утверждение. Из Лемм 3.3 и 3.8 следует, что интегри-

руемые по Дарбу системы Льенара (3.1) из семейства (B), удовлетворяющие

условию δ/f0 ̸∈ Q, не имеют экспоненциальных инвариантов. По Теореме

3.5 рассматриваемые системы одновременно имеют не более двух различных

неприводимых алгебраических инвариантов. Сначала предположим, что суще-

ствует только один неприводимый алгебраический инвариант. Если существу-

ет первый интеграл Дарбу, то его можно представить в виде I(x, y) = F (x, y),

где F (x, y) – неприводимый алгебраический инвариант. Используя Теорему

3.5, мы видим, что многочлен F (x, y) имеет степень не выше двух относитель-

но переменной y. Первый интеграл Дарбу I(x, y) = F (x, y) существует тогда

и только тогда, когда собственное значение λ(x, y) алгебраического инвариан-

та F (x, y) тождественно равно нулю. Рассмотрим три возможности. Запишем

соответствующие собственные значения и их доминантные мономы в точке

x = ∞. С помощью соотношений (3.91) и (3.92), получаем

N = 1 : λ(x, y) = −f(x) − q1,x, λ(x, y) = −1

2
(δ + f0)x

m + o(xm);

N = 1 : λ(x, y) = −f(x) − q2,x, λ(x, y) =
1

2
(δ − f0)x

m + o(xm);

N = 2 : λ(x, y) = −2f(x) − q1,x − q2,x, λ(x, y) = −f0xm + o(xm).

(3.105)

В этих выражениях символом N обозначена степень относительно переменной

y соответствующего инварианта F (x, y). Мы видим, что собственные значения

не могут тождественно равняться нулю. Таким образом, первые интегралы

Дарбу не существуют.

Наконец, предположим, что рассматриваемая система Льенара из семей-

ства (B) имеет два различных неприводимых алгебраических инварианта

F1(x, y) и F2(x, y). По Теореме 3.5 многочлены F1(x, y) и F2(x, y) имеют вид
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F1(x, y) = y − q1(x) и F2(x, y) = y − q2(x). Тогда соответствующий первый

интеграл Дарбу выглядит следующим образом:

I(x, y) = F d1
1 (x, y)F d2

2 (x, y), d1, d2 ∈ C (3.106)

и существует при выполнении условия d1λ1(x, y) + d2λ2(x, y) = 0. Вычис-

ляя доминантное поведение в точке x = ∞ собственных значений λ1(x, y) и

λ2(x, y), находим

λ1(x, y) = −1

2
(δ + f0)x

m + o(xm), λ2(x, y) =
1

2
(δ − f0)x

m + o(xm). (3.107)

Напомним, что один из параметров, d1 или d2, можно выбрать произвольным

образом. Следовательно, мы можем положить d1 = δ − f0, d2 = δ + f0. При

таком выборе условие существования первого интеграла Дарбу принимает

вид

2δf(x) + (δ − f0)q1,x(x) + (δ + f0)q2,x(x) = 0. (3.108)

Из Теоремы 3.12 следует, что соответствующее уравнение (3.5) имеет два раз-

личных полиномиальных решения y(x) = q1(x) и y(x) = q2(x). В результате,

мы приходим к следующим равенствам:

f(x) + q1,x(x) = − g(x)

q1(x)
, f(x) + q2,x(x) = − g(x)

q2(x)
. (3.109)

Подставляя эти равенства и значения параметров d1 и d2 в условие, связы-

вающее собственные значения: d1[f(x) + q1,x(x)] + d2[f(x) + q2,x(x)] = 0, мы

получаем выражение q2(x) = −d2q1(x)/d1. Далее с помощью соотношений

(3.108) и (3.109) несложно найти явные представления для многочленов f(x)

и g(x).

Следствие 1. Обыкновенное дифференциальное уравнение первого по-

рядка

yyx −
2f0
f0 − δ

q1, xy +
f0 + δ

f0 − δ
q1, xq1 = 0, (3.110)
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соответствующее системе (3.103), имеет два различных полиномиальных ре-

шения: y(x) = q1(x) и y(x) = (f0 + δ)q1(x)/(f0 − δ).

Замечание 1. Предположим, что мы находимся в условиях Теоремы

3.12 за исключением ограничения δ/f0 ̸∈ Q \ {0}. Тогда функция (3.104)

по-прежнему является первым интегралом Дарбу соответствующей диффе-

ренциальной системы Льенара. Также следствие к Теореме 3.12 остается спра-

ведливым. Однако, могут существовать другие резонансные на бесконечности

системы Льенара из семейства (B) с первыми интегралами Дарбу.

Замечание 2. Семейство систем Льенара (3.103) интегрируемо с рацио-

нальными первыми интегралами (3.104), если частное f0/δ является рацио-

нальным числом.

Далее исследуем интегрируемость по Дарбу систем Льенара из семейства

(B) при условии δ = 0.

Теорема 3.13. Дифференциальная систем Льенара из семейства (B) при

условии δ = 0 интегрируема по Дарбу тогда и только тогда, когда она

может быть представлена в виде

xt = y, yt = 2qx(x)y − q(x)qx(x), (3.111)

где q(x) – многочлен степени m+ 1. Соответствующий первый интеграл

Дарбу выглядит следующим образом:

I(x, y) = [y − q(x)] exp

[
− q(x)

y − q(x)

]
. (3.112)

Система (3.111) имеет единственный неприводимый алгебраический инва-

риант y− q(x) и семейство экспоненциальных инвариантов E(x, y) = exp[α

q(x)/(y − q(x))], α ∈ C \ {0}.

Доказательство. Несложно убедиться, что выражение (3.112) представля-

ет собой первый интеграл Дарбу системы Льенара (3.111). Достаточность

условий теоремы установлена. Докажем необходимость.
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Предположим, что система Льенара из семейства (B), удовлетворяю-

щая условию δ = 0, имеет первый интеграл Дарбу. Интегрируемая по Дарбу

полиномиальная дифференциальная система (1.1) должна иметь хотя бы

один алгебраический инвариант. Из Теоремы 3.5 следует, что в случае δ = 0

может существовать только один неприводимый алгебраический инвариант.

Этот инвариант имеет вид y − q(x). Ему соответствует собственное значение

λ(x, y) = −f(x) − qx(x). Согласно Лемме 3.8 исследуемая система Льенара

может иметь экспоненциальные инварианты, соответствующие инвариантной

алгебраической кривой y − q(x) = 0. Эти инварианты представлены в выра-

жении (3.94) и имеют собственное значение ϱ(x, y) = ux(x), не зависящий от

переменной y. Многочлен u(x) удовлетворяет уравнению (3.93). Используя

Лемму 3.3, мы заключаем, что экспоненциальные инварианты с полиноми-

альным аргументом не могут появляться в явном представлении первого

интеграла Дарбу. Следовательно, первый интеграл Дарбу представляется в

виде

I(x, y) = [y − q(x)]d exp

[
u(x)

y − q(x)

]
, d ∈ C, (3.113)

где мы предполагаем, что u(x) ≡ 0, если экспоненциальные инварианты (3.94)

не существуют.

Если d = 0, то соответствующая дифференциальная система Льенара

имеет алгебраический инвариант u(x) = 0, не зависящий от y. По Лемме 3.1

это невозможно. Без ограничения общности положим d = 1. Необходимое и

достаточное условие существования первого интеграла (3.113) принимает вид

λ(x, y)+ϱ(x, y) = 0. В результате, мы приходим к соотношению f(x) = ux(x)−

qx(x). Подставляя это выражение в уравнение (3.93), получаем равенство

u(x) = −q(x). Это равенство доказывает существование экспоненциальных

инвариантов вида (3.94). Поскольку q(x) является полиномиальным решением

уравнения (3.5) и f(x) = −2qx(x), мы находим многочлен g(x). Справедливо

представление g(x) = q(x)qx(x).
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Отметим, что дифференциальные системы Льенара (3.103) и (3.111) удо-

влетворяют, так называемому, условию интегрируемости Кьеллини (Chiellini),

которое записывается следующим образом:

d

dx

[
g(x)

f(x)

]
= αf(x), α ∈ C \ {0}. (3.114)

Это условие было найдено А.Кьеллини (A. Chiellini), см. [141]. Системы

Льенара (3.103) и (3.111) могут быть преобразованы к линейной системе

sτ = z, zτ = −z − αs с помощью обобщенного преобразования Зудмана

s(τ) =
∫
f(x)dx, z(τ) = y, dτ = f(x)dt. Этот результат получен Л.М. Бер-

ковичем [24]. Некоторые другие свойства систем Льенара, удовлетворяющих

условию интегрируемости Кьеллини, изучались в работах [24,145].

Далее будем исследовать существование неавтономных первых интегра-

лов Дарбу с зависящим от времени экспоненциальным множителем (2.18).

Лемма 3.9. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B),

удовлетворяющая условию δ/f0 ̸∈ Q, имеет неавтономный первый инте-

грал Дарбу (2.18) тогда и только тогда, когда эта система может быть

представлена в виде

xt = y, yt = −
{
f0(x− x0)

m +
(m+ 2)ω

2(m+ 1)δ

}
y − f 20 − δ2

4(m+ 1)
(x− x0)

2m+1

− f0ω

2(m+ 1)δ
(x− x0)

m+1 − ω2

4(m+ 1)δ2
(x− x0),

(3.115)

где x0 ∈ C и ω ∈ C\{0}. Соответствующий неавтономный первый интеграл

Дарбу выглядит следующим образом:

I(x, y, t) =

[
y +

f0 − δ

2(m+ 1)
(x− x0)

m+1 +
ω

2(m+ 1)δ
(x− x0)

]δ−f0

×
[
y +

δ + f0
2(m+ 1)

(x− x0)
m+1 +

ω

2(m+ 1)δ
(x− x0)

]δ+f0

exp(ωt).

(3.116)

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что выражение

(3.116) представляет собой неавтономный первый интеграл системы (3.115).
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Докажем обратное утверждение. Предположим, что нерезонансная на бес-

конечности система Льенара из семейства (B) имеет неавтономный первый

интеграл Дарбу (2.18). Действуя аналогично случаю Теоремы 3.12, мы пред-

ставляем этот первый интеграл в виде

I(x, y, t) = [y − q1(x)]δ−f0 [y − q2(x)]δ+f0 exp(ωt), ω ̸= 0, (3.117)

где q1(x) и q2(x) – различные полиномиальные решения соответствующего

уравнения (3.5). Также мы получаем соотношение

2δf(x) + (δ − f0)q1, x(x) + (δ + f0)q2, x(x) − ω = 0. (3.118)

Выразим многочлен f(x) из этого соотношения. Подставляя равенство y(x) =

q1(x) в уравнение (3.5), находим многочлен g(x). Введем многочлен v(x) со-

гласно правилу q2(x) − q1(x) = v(x). Функция q2(x) = q1(x) + v(x) является

решением уравнения (3.5). В результате, приходим к соотношению

[(δ − f0)v(x) + 2δq1(x)]vx(x) + ωv(x) = 0. (3.119)

Напомним, что q1(x) – многочлен. Это соотношение позволяет получить обык-

новенное дифференциальное уравнение β(x − x0)vx = v, где β, x0 ∈ C. Ин-

тегрируя это уравнение, находим v(x) = v0(x− x0)
1/β. Здесь v0 ∈ C – посто-

янная интегрирования. Анализируя равенство q2(x) − q1(x) = v(x), видим,

что многочлен v(x) имеет степень m + 1. Отсюда получаем β = 1/(m + 1).

Следовательно, многочлены q1(x) и q2(x) могут быть представлены в виде

q1(x) =
δ − f0

2(m+ 1)
(x− x0)

m+1 − ω

2(m+ 1)δ
(x− x0),

q2(x) = − δ + f0
2(m+ 1)

(x− x0)
m+1 − ω

2(m+ 1)δ
(x− x0).

(3.120)

Многочлены f(x) и g(x) мы находим с помощью соотношения (3.118) и уравне-

ния (3.5) с учетом того факта, что q1(x) является полиномиальным решением

последнего уравнения. Единственность независимого неавтономного первого
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интеграла Дарбу (3.116) следует из единственности полиномиальных реше-

ний q1(x), q2(x) и доминантного поведения собственных значений, заданных

соотношениями (3.107).

Замечание 1. Предположим, что мы находимся в условиях Леммы 3.9 за

исключением требования δ/f0 ̸∈ Q. Тогда функция (3.116) по-прежнему явля-

ется неавтономным первым интегралом Дарбу соответствующей системы Лье-

нара. Однако, могут существовать другие резонансные системы Льенара из

семейства (B), имеющие неавтономные первые интегралы Дарбу вида (2.18).

Отметим, что при выполнении условия δ = ±mf0/(m+ 2) любая система

(3.115) одновременной имеет не только неавтономный первый интеграл Дарбу

(3.116), но и независимый автономный первый интеграл Дарбу (3.104), где

многочлен q1(x) задан выражением

q1(x) = − f0x
m+1

(m+ 1) (m+ 2)
− (m+ 2)ωx

2m (m+ 1) f0
. (3.121)

Символом I1(x, y) обозначим автономный первый интеграл Дарбу (3.104), а

символом I2(x, y, t) – неавтономный первый интеграл Дарбу (3.116). Исклю-

чая переменную y из соотношений I1(x, y) = C1 и I2(x, y, t) = C2, несложно

найти общее решение системы (3.115) при условии δ = ±mf0/(m+ 2). Отме-

тим, что эта система является резонансной на бесконечности. Общее решение

в случаее m = 2 было получено ранее в работе [26], см. также [149].

Лемма 3.10. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B),

удовлетворяющая условию δ = 0, имеет неавтономный первый интеграл

Дарбу (2.18) тогда и только тогда, когда эта система может быть пред-

ставлена в виде

xt = y, yt = −
{
f0(x− x0)

m +
(m+ 2)ω

m+ 1

}
y

− (x− x0)

4(m+ 1)
{f0(x− x0)

m + 2ω}2 ,
(3.122)
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где x0 ∈ C и ω ∈ C\{0}. Соответствующий неавтономный первый интеграл

Дарбу выглядит следующим образом:

I(x, y, t) = exp

[
f0(x− x0)

m+1

2(m+ 1)y + f0(x− x0)m+1 + 2ω(x− x0)

]
×
[
y +

f0(x− x0)
m+1

2(m+ 1)
+
ω(x− x0)

m+ 1

]
exp(ωt).

(3.123)

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что система (3.122)

действительно имеет неавтономный первый интеграл (3.123). Докажем обрат-

ное утверждение.

Предположим, что система Льенара (3.1) из семейства (B), удовлетво-

ряющая условию δ = 0, имеет неавтономный первый интеграл Дарбу (2.18).

Как и при доказательстве Теоремы 3.13 мы можем представить этот первый

интеграл в виде

I(x, y, t) = [y − q(x)]d exp

[
u(x)

y − q(x)

]
exp(ωt), d ∈ C, ω ∈ C\{0}. (3.124)

Отметим, что исследуемая система имеет неприводимую инвариантную алгеб-

раическую кривую y − q(x) = 0 с собственным значением λ(x, y) = −f(x) −

qx(x). По Лемме 3.8 собственное значение ϱ(x, y) экспоненциального инвариан-

таE(x, y) = exp[u(x)/(y−q(x))] принимает вид ϱ(x, y) = ux(x). Условие (2.21),

связывающее эти собственные значения и параметр ω, выглядит следующим

образом:

d[f(x) + qx(x)] − ux(x) − ω = 0, d ∈ C. (3.125)

Сначала рассмотрим случай d = 0. Из условия (3.125) следует, что степень

многочлена u(x) равна единице. Используя замечание к Лемме 3.8, мы на-

ходим число m: m = 0. Как отмечалось в начале настоящего раздела, мы

не рассматриваем линейные системы Льенара. Напомним, что система Лье-

нара из семейства (B) становится линейной при выполнении условия m = 0

(deg f = 0).
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Далее рассмотрим случай d ̸= 0. Без ограничения общности, положим

d = 1. Сначала будем считать, что справедливо условие u(x) ≡ 0. Мы видим,

что соответствующая система может не иметь экспоненциальных инвариантов

вида (3.94). Найдем доминантное поведение собственного значения λ(x, y) =

−f(x) − qx(x) в точке x = ∞. В результате получим

λ(x, y) = −f0
2
xm + o(xm), x→ ∞. (3.126)

Учитывая неравенство m > 0, мы видим, что условие (3.125) не выполняется.

Таким образом, семейство экспоненциальных инвариантов (3.94) существует

и u(x) ̸≡ 0. Далее исключим из соотношений (3.93) и (3.125) многочлен f(x).

В результате, придем к равенству

q(x) = −u(x) − ω
u(x)

ux(x)
. (3.127)

Следовательно, частное u(x)/ux(x) является многочленом. Несложно заме-

тить, что этот многочлен имеет первую степень. Представим его в виде

β(x − x0), где β, x0 ∈ C. Интегрируя обыкновенное дифференциальное

уравнение {β(x − x0)}ux(x) = u(x), получаем u(x) = u0(x − x0)
1/β. Здесь

u0 ∈ C – константа интегрирования. Напомним, что u(x) – многочлен сте-

пени m + 1. В результате получаем β = 1/(m + 1). Подставляя равенство

u(x) = u0(x − x0)
m+1 в соотношения (3.127) и (3.125), находим многочлены

q(x) и f(x). Также мы должны выбрать для многочлена u(x) следующую

нормализацию: u0 = f0/(2{m + 1}). Многочлен g(x) найдем с учетом того

факта, что q(x) является полиномиальным решением уравнения (3.5).

Мы можем заключить, что рассматриваемая дифференциальная система

Льенара имеет неавтономный первый интеграл Дарбу (2.18), алгебраический

инвариант y − q(x) и семейство экспоненциальных инвариантов E(x, y) =

exp[αu(x)/(y − q(x))], где α ∈ C, многочлен q(x) определяется равенством

(3.127) и многочлен u(x) имеет вид u(x) = f0(x− x0)
m+1/(2{m+ 1}).
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Далее в этом разделе мы докажем, что системы Льенара (3.115) и (3.122)

интегрируемы по Лиувиллю.

Перейдем к исследованию интегрируемости по Лиувиллю дифференци-

альных систем Льенара из семейства (B). Мы начнем с изучения частного

случая, соответствующего интегрирующему множителю Дарбу специального

вида. Отметим, что для полиномиальных решений уравнения (3.5) в Теореме

3.14 будут использоваться новые обозначения: p1(x) и p2(x). Нам потребуются

новые обозначения, поскольку многочлены p1(x) и p2(x) в Теореме 3.14 могут

иметь совпадающие старшие мономы. После изучения этого частного случая

мы вернемся к нерезонансным на бесконечности системам.

Теорема 3.14. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B)

имеет интегрирующий множитель Дарбу вида

M(x, y) = [y − p1(x)]d1[y − p2(x)]d2, d1, d2 ∈ C \ {0}, (3.128)

где p1(x) и p2(x) – различные многочлены тогда и только тогда, когда спра-

ведливо одно из следующих условий.

1. Соответствующая система принимает вид (3.103) и многочлены p1(x)

и p2(x) линейно зависимы: p2(x) = (f0+δ)/(f0−δ)p1(x). В этом случае

параметры d1 и d2 можно выбрать в виде d1 = d2 = −1 и справедли-

вы соотношения p1(x) = q1(x) и p2(x) = q2(x). При этом существует

семейство интегрирующих множителей Дарбу вида (3.128), представ-

ляющих собой произведение интегрирующего множителя M0(x, y) =

[y− q1(x)]−1[y− q2(x)]−1 и первых интегралов Дарбу Iκ(x, y), где функ-

ция I(x, y) определяется равенством (3.104) и κ ∈ C.
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2. Соответствующая система принимает вид

xt = y, yt =

[
β(l + k)uk−1 +

{(2d1 + 1)l + k}l
k − l

ul−1

]
uxy

−
[
lβ2u2k−1 +

{(2d1 + 1)l + k}lβ
k − l

uk+l−1 +
(ld1 + k)(d1 + 1)l2

(k − l)2
u2l−1

]
ux,

(3.129)

где k и l взаимно простые натуральные числа одновременно не обра-

щающиеся в единицу, u(x) – многочлен степени (m+ 1)/max{k, l} и

β ∈ C \ {0}. Многочлены p1(x) и p2(x) выглядят следующим образом:

p1(x) = βuk(x) +
(d1 + 1)l

k − l
ul(x), p2(x) = βuk(x) +

(ld1 + k)

k − l
ul(x),

(3.130)

а параметр d2 задается соотношением d2 = −(d1 + 1 + k/l).

Доказательство. Функция (3.128) представляет собой интегрирующий мно-

житель Дарбу дифференциальной системы Льенара тогда и только тогда,

когда эта система имеет алгебраические инварианты y − p1(x) и y − p2(x)

такие, что выполняется соотношение d1λ1(x, y) + d2λ2(x, y) − f(x) = 0 на их

собственные значения. Собственное значение λj(x, y) алгебраического инва-

рианта y−pj(x) имеет вид λj(x, y) = −f(x)−pj, x(x), j = 1, 2. Следовательно,

мы приходим к соотношению

(d1 + d2 + 1)f(x) + d1p1, x(x) + d2p2, x(x) = 0. (3.131)

Если справедливо равенство d2 = −1 − d1, то интегрируя дифференциальное

уравнение (3.131) относительно многочлена p1(x), получаем p1(x) = (d1 +

1)p2(x)/d1 + β, где β ∈ C – постоянная интегрирования. Используя тот факт,

что p1(x) и p2(x) представляют собой полиномиальные решения уравнения

(3.5), мы находим многочлены f(x) и g(x). Многочлен f(x) выглядит следу-

ющим образом:

f(x) = −(2d1 + 1)p2(x) + d1(d1 + 1)β

d1(p2(x) + d1β)
p2, x(x). (3.132)
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Анализируя это выражение, мы заключаем, что функция, стоящая справа от

знака равенства, не является многочленом, если многочлен p2(x) отличен от

константы.

Рассмотрим случай d2 ̸= −1 − d1. Многочлены f(x) и g(x) мы находим

из условия (3.131) и уравнения (3.5), где полагаем y(x) = p1(x). Подстав-

ляя получившиеся выражения и y(x) = p2(x) в уравнение (3.5), получаем

соотношение

{(d2 + 1)p1(x) + d1p2(x)}p1, x(x) − {d2p1(x) + (d1 + 1)p2(x)}p2, x(x) = 0.

(3.133)

Введем в рассмотрение многочлен v(x) в соответствии с равенством v(x) =

p2(x) − p1(x). Подставим представление p2(x) = p1(x) + v(x) в уравнение

(3.133). Интегрируя получившееся обыкновенное дифференциальное уравне-

ние относительно многочлена p1(x), находим

d2 = −2 − d1 : p1(x) = −(d1 + 1)v(x) ln v(x) + βv(x);

d2 ̸= −2 − d1 : p1(x) =
β

vd2+d1+1(x)
− d1 + 1

d2 + d1 + 2
v(x),

(3.134)

где β ∈ C – постоянная интегрирования. Рассмотрим случай d2 = −2 − d1.

Мы должны положить d1 = −1. В результате мы приходим к интегрируемой

по Дарбу дифференциальной системе Льенара (3.103). Параметр β может

быть вычислен с использованием доминантного поведения многочленов p1(x)

и p2(x), которые в этом случае совпадают с многочленами q1(x) и q2(x) со-

ответственно. Напомним, что произведение интегрирующего множителя и

первого интеграла представляет собой еще один интегрирующий множитель

рассматриваемой системы. Таким образом, мы получаем семейство интегри-

рующих множителей M0(x, y)Iκ(x, y), где M0(x, y) = [y−q1(x)]−1[y−q2(x)]−1,

κ ∈ C и первый интеграл Дарбу I(x, y) задан выражением (3.104).

Теперь перейдем к случаю d2 ̸= −2 − d1. Если β = 0, то мы приходим

к равенству p2(x) = −(d2 + 1)p1(x)/(d1 + 1). Также мы получаем следующие
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явные выражения для многочленов f(x) и g(x): f(x) = (d2−d1)p1, x(x)/(d1+1)

и g(x) = −(d2+1)p1(x)p1, x(x)/(d1+1). Анализируя эти результаты, мы видим

что исследуемая система Льенара интегрируема по Дарбу и опять принимает

вид (3.103).

Далее полагаем β ̸= 0. Вспоминая ограничение d2 ̸= −1 − d1, введем в

рассмотрение взаимно простые натуральные числа k и l, удовлетворяющие

условию d2 + d1 + 1 = −k/l. Заметим, что эти числа не могут одновременно

обращаться в единицу. Рассматривая соотношение (3.134), мы заключаем, что

существует многочлен u(x) такой, что выполнено соотношение v(x) = ul(x).

Следовательно, мы можем выразить многочлены p1(x) и p2(x) через много-

член u(x). Соответствующие равенства приведены в соотношении (3.130). По

построению степень многочлена u(x) равна (m+ 1)/max{k, l}.

Используя интегрирующий множителя (3.128), мы находим явное выра-

жение для первого интеграла, являющегося функцией Лиувилля. Соответ-

ствующий первый интеграл систем Льенара (3.129) выглядит следующим

образом:

I(x, y) =
sd1+1

{p2(x) − p1(x)}k
l

[
2F̃1

(
d1 + 1, d1 +

k

l
+ 1; d1 + 2; s

)
p2(x)

+2F̃1

(
d1 + 1, d1 +

k

l
; d1 + 2; s

)
{p1(x) − p2(x)}

]
,

(3.135)

где 2F̃1(α, β; δ; s) – приведенная гипергеометрическая функция, многочлены

p1(x) и p2(x) заданы соотношением (3.130), а символом s обозначено выраже-

ние

s =
y − p1(x)

p2(x) − p1(x)
. (3.136)

Приведенная гипергеометрическая функция следующим образом выражается

через гипергеометрическую функцию: 2F̃1(α, β; δ; s) =2 F1(α, β; δ; s)/Γ(δ). В

этом выражении Γ(δ) – гамма-функция Эйлера. Заметим, что формула (3.135)

не применима, если d1 – целое отрицательное число. Интегрирующий мно-
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житель (3.128) инвариантен относительно замены d1 ↔ d2 и p1(x) ↔ p2(x).

Пусть d1 и d2 = −(d1+1+k/l) одновременно не являются целыми отрицатель-

ными числами. Тогда замена d1 ↔ d2 и p1(x) ↔ p2(x) позволяет применять

формулу (3.135). Если же d1 и d2 одновременно являются целыми отрица-

тельными числами, то первый интеграл является функцией Дарбу. Его явное

выражение несложно получить непосредственными вычислениями.

Семейство систем (3.129) может быть приведено к простому виду

sτ = z, zτ =

[
β(l + k)sk−1 +

{(2d1 + 1)l + k}l
k − l

sl−1

]
z

−
[
lβ2s2k−1 +

{(2d1 + 1)l + k}lβ
k − l

sk+l−1 +
(ld1 + k)(d1 + 1)l2

(k − l)2
s2l−1

] (3.137)

с помощью обобщенного преобразования Зудмана s(τ) = u(x), z(τ) = y,

dτ = ux(x)dt. Подставляя u(x) = s, y = z в первый интеграл (3.135) и соотно-

шение (3.130), несложно получить первый интеграл Лиувилля для семейства

систем (3.137).

Анализируя соотношение (3.130), мы приходим к выводу, что системы

Льенара (3.129) являются резонансными на бесконечности при выполнении

неравенства k > l. Действительно, два различных полиномиальных реше-

ния уравнения (3.5) могут иметь совпадающие доминантные мономы в точке

x = ∞ только в случае резонансных на бесконечности систем Льенара. Най-

дем необходимые и достаточные условия интегрируемости по Лиувиллю для

нерезонансных на бесконечности систем Льенара.

Теорема 3.15. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B)

при выполнении условия δ/f0 ̸∈ Q интегрируема по Лиувиллю тогда и толь-

ко тогда, когда она или интегрируема по Дарбу и имеет вид (3.103), или

принимает вид (3.129), где k < l и необходимо положить

d1 =
(k − l)f0

2lδ
− l + k

2l
, u0 =

(
− δ

m+ 1

) 1
l

. (3.138)
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Символом u0 мы обозначили старший коэффициент многочлена u(x). В слу-

чае семейства систем (3.129) интегрирующий множитель Дарбу выглядит

следующим образом:

M(x, y) = {y − q1(x)}
(k−l)f0

2lδ − l+k
2l {y − q2(x)}

(l−k)f0
2lδ − l+k

2l . (3.139)

При этом многочлены qj(x) ≡ pj(x), j = 1, 2 заданы соотношением (3.130).

Доказательство. Непосредственной проверкой убеждаемся, что системы Лье-

нара (3.103) и (3.129) интегрируемы по Лиувиллю при выполнении остальных

условий теоремы. Перейдем к доказательству необходимости условий теоре-

мы.

Из Лемм 3.3 и 3.8 следует, что экспоненциальные инварианты не мо-

гут появляться в явном представлении интегрирующего множителя Дарбу

интегрируемой по Лиувиллю системы Льенара из семейства (B), для кото-

рой выполнено δ/f0 ̸∈ Q. Следовательно, интегрирующий множитель Дарбу

содержит только алгебраические инварианты и не существует, если соответ-

ствующая система вообще не имеет алгебраических инвариантов. Согласно

результатам Теоремы 3.5 мы должны рассмотреть три различных случая.

Случай 1. Предположим, что исследуемая система Льенара имеет только

один неприводимый алгебраический инвариант первой степени относительно

переменной y. Этот инвариант F (x, y) и его собственное значение λ(x, y) при-

нимают вид F (x, y) = y − qk(x) и λ(x, y) = −f(x) − qk,x(x), где k = 1 или 2.

Тогда интегрирующий множитель Дарбу выглядит следующим образом:

M(x, y) = [y − qk(x)]dk, dk ∈ C \ {0}. (3.140)

Этот интегрирующий множитель существует при выполнении условия

dk{f(x) + qk,x(x)} + f(x) = 0. (3.141)

Приравнивая нулю коэффициент при мономе xm, получаем

k = 1 : d1 = − 2f0
δ + f0

; k = 2 : d2 =
2f0
δ − f0

. (3.142)

178



Выражая многочлены f(x) и g(x) из соотношения (3.141) и уравнения (3.5),

где y(x) = qk(x), мы приходим к выводу, что рассматриваемую систему Лье-

нара можно представить в виде (3.103). Эта система имеет два различных

неприводимых алгебраических инварианта. Пришли к противоречию.

Случай 2. Предположим, что исследуемая система Льенара имеет один

неприводимый алгебраический инвариант второй степени относительно пере-

менной y. Этот инвариант определяется равенством F (x, y) = {[y−y(1)∞ (x)][y−

y
(2)
∞ (x)]}+. Соответствующее собственное значение принимает вид λ(x, y) =

−2f(x)− q1,x(x)− q2,x(x). Представим интегрирующий множитель Дарбу сле-

дующим образом:

M(x, y) = F d(x, y), F (x, y) = {[y−y(1)∞ (x)][y−y(2)∞ (x)]}+, d ∈ C\{0}. (3.143)

Этот интегрирующий множитель существует при выполнении условия

d{2f(x) + q1,x(x) + q2,x(x)} + f(x) = 0. (3.144)

Опять приравняем нулю коэффициент при мономе xm. В результате найдем

параметр d: d = −1. Далее представим многочлен F (x, y) в виде F (x, y) =

y2 + v(x)y + w(x), где v(x), w(x) ∈ C[x]. Подставляя выражение M(x, y) =

F−1(x, y) в уравнение в частных производных

yMx − [f(x)y + g(x)]My − f(x)M = 0, (3.145)

избавимся от знаменателя. Приравняем нулю коэффициенты, стоящие при

различных степенях переменной y. Приходим к равенству w(x) = βv(x)2, где

β ∈ C\{0}. Это равенство противоречит неприводимости многочлена F (x, y).

Случай 3. Теперь предположим, что интегрируемая по Лиувиллю система

Льенара из семейства (B), удовлетворяющая условию δ/f0 ̸∈ Q, имеет два

различных неприводимых алгебраических инварианта y−q1(x) и y−q2(x). Их

собственные значения принимают вид λ1(x, y) = −f(x) − q1,x(x) и λ2(x, y) =
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−f(x)−q2,x(x) соответственно. Условие (2.21) существования интегрирующего

множителя Дарбу

M(x, y) = [y − q1(x)]d1[y − q2(x)]d2, d1, d2 ∈ C, |d1| + |d2| > 0 (3.146)

выглядит следующим образом:

d1{f(x) + q1,x(x)} + d2{f(x) + q2,x(x)} + f(x) = 0. (3.147)

Все полиномиальные системы Льенара из семейства (B), имеющие интегри-

рующий множитель вида (3.146), были найдены в Теореме 3.14. Нам оста-

лось выделить нерезонансные на бесконечности системы из множества систем

(3.129). Мы видим, что многочлены q1(x) и q2(x) должны иметь различные

доминантные мономы. В результате приходим к неравенству k < l. Также

мы должны ввести нормализацию принятую в настоящем разделе. Используя

соотношения (3.91) и (3.92), мы получаем выражение (3.138).

Следствие 1. Любая дифференциальная система Льенара вида (3.115),

имеющая неавтономный первый интеграл Дарбу (3.116), интегрируема по

Лиувиллю. Такая система имеет интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) =

[
y + δ+f0

2(m+1)(x− x0)
m+1 + ω

2(m+1)δ(x− x0)
]mf0−(m+2)δ

2(m+1)δ

[
y + f0−δ

2(m+1)(x− x0)m+1 + ω
2(m+1)δ(x− x0)

]mf0+(m+2)δ
2(m+1)δ

. (3.148)

В справедливости этого утверждения несложно убедиться подстановкой

соотношений

k = 1, l = m+ 1, u(x) = u0(x− x0), β = − ω

2(m+ 1)δu0
,

u0 =

{
− δ

m+ 1

} 1
m+1

(3.149)

в выражения (3.129) и (3.139). Также вспомним, что параметр d1 принимает

вид (3.138).
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Теорема 3.16. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B)

при выполнении ограничения δ = 0 интегрируема по Лиувиллю тогда и

только тогда, когда она имеет неприводимый алгебраический инвариант

y − q(x), экспоненциальный инвариант E(x, y) = exp[u(x)/(y − q(x))] и вы-

полнено одно из приводимых ниже условий.

1. Рассматриваемая система интегрируема по Дарбу и принимает вид

(3.111). Соответствующий интегрирующий множитель Дарбу выгля-

дит следующим образом:

M(x, y) =
1

[y − q(x)]2
. (3.150)

Для многочлена u(x), появляющегося в экспоненциальном инварианте,

справедливо равенство u(x) = αq(z), где α ∈ C \ {0}.

2. Рассматриваемая система имеет вид

xt = y, yt = −
[

2l2

l − k
vl−1 − (l + k)βvk−1

]
vxy

+

[
2l2β

l − k
vl+k−1 − l3

(l − k)2
v2l−1 − lβ2v2k−1

]
vx,

(3.151)

где β ∈ C \ {0}, v(x) – непостоянный многочлен, k и l – взаимно

простые натуральные числа, удовлетворяющие неравенству k < l.

Соответствующий интегрирующий множитель Дарбу выглядит сле-

дующим образом:

M(x, y) = [y− q(x)]−
l+k
l exp

[
vl(x)

y − q(x)

]
, q(x) = − l

l − k
vl + βvk. (3.152)

Также справедливо соотношение m + 1 = l deg v, где deg v – степень

многочлена v(x).

Доказательство. Непосредственной подстановкой убеждаемся, что выраже-

ния (3.150) и (3.152) представляют собой интегрирующие множители Дарбу
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соответствующей дифференциальной системы Льенара (3.1) из семейства (B)

при выполнении всех условий теоремы. Докажем обратное утверждение.

Рассмотрим интегрируемую систему Льенара (3.1) из семейства (B) при

выполнении ограничения δ = 0. В силу Теорем 2.2, 3.5 и Лемм 3.3, 3.8 эта

система имеет неприводимый алгебраический инвариант F (x, y) = y − q(x) и

интегрирующий множитель Дарбу, который может быть представлен в виде

M(x, y) = [y − q(x)]d exp

[
u(x)

y − q(x)

]
, d ∈ C, (3.153)

где мы полагаем u(x) ≡ 0, если экспоненциальный инвариант E(x, y) =

exp[u(x)/(y − q(x))], соответствующий инвариантной алгебраической кривой

y − q(x) = 0, или не существует, или не входит в явное представление инте-

грирующего множителя. Условие (2.6) выглядит следующим образом:

d[f(x) + qx(x)] − ux(x) + f(x) = 0. (3.154)

Далее рассмотрим несколько случаев.

Случай 1. Предположим, что выполнено ограничение u(x) ≡ 0. Подстав-

ляя асимптотические представления f(x) = f0x
m + o(xm) и q(x) = −f0xm+1/

(2{m+1})+o(xm+1), x→ ∞ в условие (3.154) и приравнивая нулю коэффици-

ент при мономе xm, получаем равенства d = −2 и f(x) = −2qx(x). Вспомним,

что многочлен q(x) является решением соответствующего уравнения (3.5).

Подставляя y = q(x) в последнее уравнение, мы находим многочлен g(x),

см. (3.111). С помощью Теоремы 3.13 мы заключаем, что соответствующая

система Льенара имеет первый интеграл Дарбу (3.112) и семейство экспо-

ненциальных инвариантов E(x, y) = exp[αq(x)/(y − q(x))], где α ∈ C \ {0}.

Отметим, что интегрируя дифференциальную форму

ydy + (qqx − 2qxy)dx

{y − q(x)}2
, (3.155)

мы получаем первый интеграл вида ln I(x, y), где функция I(x, y) задана

равенством (3.112).
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Случай 2. Теперь будем предполагать, что многочлен u(x) тождественно

в нуль не обращается. Мы видим, что исследуемая система имеет экспоненци-

альный инвариант E(x, y) = exp[u(x)/(y − q(x))], где многочлен u(x) удовле-

творяет уравнению (3.93). Выражая многочлен f(x) из последнего уравнения

и подставляя результат в условие (3.154), получаем равенство

(d+ 1)qux + qxu+ uux = 0. (3.156)

Это равенство, рассматриваемое как обыкновенное дифференциальное урав-

нение относительно многочлена q(x), может быть проинтегрировано. В ре-

зультате, мы приходим к соотношениям

d ̸= −2 : q(x) = − 1

d+ 2
u+ βu−(d+1),

d = −2 : q(x) = (β − lnu)u,

(3.157)

где β ∈ C – постоянная интегрирования. Если d = −2, то q(x) не яв-

ляется многочленом. Далее положим d ̸= −2. Случай β = 0 опять при-

водит нас к семейству интегрируемых по Дарбу систем Льенара из Тео-

ремы 3.13. Следовательно ,предполагаем, что параметр β отличен от ну-

ля. Вспомним, что многочлены q(x) и u(x) имеют доминантное поведение

q(x) = −f0xm+1/(2{m+ 1}) +o(xm+1) и u(x) = u0x
m+1 +o(xm+1), u0 ∈ C\{0}

в точке x = ∞. Мы должны рассмотреть две возможности

d = −1 : u(x) = β − q(x); d = −l + k

l
: u(x) = vl(x). (3.158)

В этом выражении l и k – взаимно простые натуральные числа, удовлетво-

ряющие неравенству k < l, и v(x) – непостоянный многочлен. Пусть сначала

d = −1. Подставляя равенство u(x) = β− q(x) в выражение (3.93), мы можем

найти многочлен f(x). В результате, получаем

f(x) =
(2q(x) − β)qx(x)

β − q(x)
. (3.159)
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Пусть x0 ∈ C является нулем многочлена β − q(x). Рассматривая поведение

в точке x0 рациональной функции, стоящей справа от знака равенства в

выражении (3.159), мы видим, что f(x) не является многочленом при условии

β ̸= 0.

Далее считаем, что выполнены соотношения d = −(l+k)/l и u(x) = vl(x).

С помощью соотношений (3.157), (3.154) и (3.5) найдем многочлены f(x),

g(x) и q(x). Соответствующие представления приведены в формулах (3.151) и

(3.152). Также убеждаемся, что уравнение (3.93) выполняется тождественно.

На этом мы завершаем доказательство.

Следствие 1. Дифференциальные системы Льенара (3.122), имеющие

неавтономный первый интеграл Дарбу (3.123), интегрируемы по Лиувиллю с

интегрирующим множителем Дарбу

M(x, y) = exp

[
mf0(x− x0)

m+1

(m+ 1){2(m+ 1)y + f0(x− x0)m+1 + 2ω(x− x0)}

]
×
[
y +

f0(x− x0)
m+1

2(m+ 1)
+
ω(x− x0)

m+ 1

]−m+2
m+1

.

(3.160)

Доказательство. Справедливость этого утверждения можно обосновать, под-

ставляя соотношения

k = 1, l = m+ 1, v(x) = v0(x− x0), β = − ω

(m+ 1)v0
,

v0 =

{
mf0

2(m+ 1)2

} 1
m+1

(3.161)

в равенства (3.151) и (3.152).

Следствие 2. Если справедливо неравенство k > l, то семейство систем

(3.151) также интегрируемо по Лиувиллю. При этом эти системы являются ре-

зонансными на бесконечности. Соответствующий интегрирующий множитель

Дарбу опять определяется соотношением (3.152).
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Первый интеграл Лиувилля, соответствующий интегрирующему множи-

телю (3.152), выглядит следующим образом:

I(x, y) = vl−k(x)γ

(
k − l

l
,
vl(x)

q(x) − y

)
− q(x)

vk(x)
γ

(
k

l
,
vl(x)

q(x) − y

)
, (3.162)

где многочлен q(x) задан выражением (3.151) и γ(δ, s) – это неполная гамма-

функция

γ(δ, s) =

∫ s

0

tδ−1 exp(−t)dt. (3.163)

Отметим, что необходимо рассматривать аналитическое продолжение этого

интеграла для комплексных и неположительных вещественных значениях

переменной s. Если k = 1 и l = 2, то можно найти более простое представление

первого интеграла. Оно имеет вид

I(x, y) = 2
√
βv(x) − 2v2(x) − y exp

[
v2(x)

y + 2v2(x) − βv(x)

]
−
√
πβ erfc

[
v(x)√

βv(x) − 2v2(x) − y

]
,

(3.164)

где erfc(s) – дополнительная функция ошибок

erfc(s) =
2√
π

∫ ∞

s

exp
(
−t2
)
dt. (3.165)

Семейство систем (3.151) может быть преобразовано к простому виду

sτ = z, zτ = −
[

2l2

l − k
sl−1 − (l + k)βsk−1

]
z +

2l2β

l − k
sl+k−1

− l3

(l − k)2
s2l−1 − lβ2s2k−1

(3.166)

с помощью обобщенных преобразований Зудмана s(τ) = v(x), z(τ) = y, dτ =

vx(x)dt. Подставляя v(x) = s, y = z в равенство (3.162), мы получаем первый

интеграл Лиувилля для систем (3.166).

Интегрируемые по Лиувиллю семейства систем Льенара, представленные

в Теоремах 3.14, 3.15 и 3.16, являются новыми, за исключением систем (3.122),

полученных ранее [155] Т. Стаховяком (T. Stachowiak).
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Далее будем исследовать существование неавтономных последних мно-

жителей Дарбу – Якоби (2.20).

Лемма 3.11. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B)

при выполнении ограничения δ/f0 ̸∈ Q имеет неавтономный последний мно-

житель Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и только тогда, когда справедливо

одно из следующих условий.

1. Для рассматриваемой системы существует один неприводимый ал-

гебраический инвариант первой степени относительно переменной y:

F (x, y) = y − qk(x), где k = 1 или k = 2, такой, что многочлены f(x)

и qk(x) тождественно удовлетворяют соотношению

k = 1 : (f0 − δ)f(x) + 2f0q1,x(x) + (f0 + δ)ω = 0,

k = 2 : (f0 + δ)f(x) + 2f0q2,x(x) + (f0 − δ)ω = 0,
(3.167)

где ω ∈ C \ {0}. Соответствующий последний множитель Дарбу –

Якоби принимает вид

k = 1 : M(x, y, t) = [y − q1(x)]−
2f0
δ+f0 exp(ωt),

k = 2 : M(x, y, t) = [y − q2(x)]
2f0
δ−f0 exp(ωt).

(3.168)

2. Для рассматриваемой системы существует один неприводимый ал-

гебраический инвариант второй степени относительно переменной

y:

F (x, y) =
{[
y − y(1)∞ (x)

] [
y − y(2)∞ (x)

]}
+

(3.169)

такой, что многочлены f(x), q1(x) =
{
y(1)∞ (x)

}
+

и q2(x) =
{
y(2)∞ (x)

}
+

тождественно удовлетворяют соотношению

f(x) + q1,x(x) + q2,x(x) + ω = 0, ω ∈ C \ {0}. (3.170)

Соответствующий последний множитель Дарбу – Якоби имеет вид

M(x, y, t) =
exp(ωt)

F (x, y)
, F (x, y) =

{[
y − y(1)∞ (x)

] [
y − y(2)∞ (x)

]}
+
. (3.171)
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3. Для рассматриваемой системы существуют два различных непри-

водимых алгебраических инварианта первой степени относительно

переменной y: F1(x, y) = y − q1(x) и F2(x, y) = y − q2(x) такие, что

многочлены f(x), q1(x), and q2(x) тождественно удовлетворяют со-

отношению

[(2d2 + 1)δ − f0]f(x) + [(δ − f0)d2 − 2f0]q1,x(x)

+(δ + f0)d2q2,x(x) − (δ + f0)ω = 0, d2 ∈ C, ω ∈ C \ {0}.
(3.172)

Соответствующий последний множитель Дарбу – Якоби выглядит

следующим образом:

M(x, y, t) = [y − q1(x)]
(δ−f0)d2−2f0

δ+f0 [y − q2(x)]d2 exp(ωt). (3.173)

Доказательство этой леммы аналогично доказательству Теоремы 3.15.

Лемма 3.12. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (B)

при выполнении ограничения δ = 0 имеет неавтономный последний множи-

тель Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и только тогда, когда справедливо

одно из следующих условий.

1. Для рассматриваемой системы существует один неприводимый ал-

гебраический инвариант первой степени относительно переменной y:

F (x, y) = y−q(x) такой, что многочлены f(x) и g(x) представляются

в виде

f(x) = −2qx(x) − ω, g(x) = q(x)(qx(x) + ω), ω ∈ C \ {0}. (3.174)

Соответствующий последний множитель Дарбу – Якоби выглядит

следующим образом:

M(x, y, t) =
exp(ωt)

[y − q(x)]2
. (3.175)
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2. Для рассматриваемой системы существует один неприводимый ал-

гебраический инвариант первой степени относительно переменной

y: F (x, y) = y − q(x) и семейство экспоненциальных инвариантов

E(x, y) = exp[u(x)/(y − q(x))] такие, что многочлены f(x), q(x) и

u(x) тождественно удовлетворяют условию

(d+ 1)f(x) + dqx(x) + ux(x) + ω, d ∈ C, ω ∈ C \ {0}. (3.176)

Соответствующий последний множитель Дарбу – Якоби выглядит

следующим образом:

M(x, y, t) = [y − q(x)]d exp

[
u(x)

y − q(x)

]
exp(ωt). (3.177)

Эту лемму можно доказать так же, как и Теорему 3.16.

В заключение этого раздела отметим, что автономные и неавтономные

первые интегралы Дарбу для нерезонансных на бесконечности дифферен-

циальных систем Льенара (3.1), удовлетворяющих условиям (deg f, deg g) =

(1, 3) и (deg f, deg g) = (2, 5), были классифицированы в статьях [146, 149]

соответственно.

3.2.3 Системы Льенара из семейства (C)

Мы начнем исследование интегрируемости полиномиальных дифферен-

циальных систем Льенара (3.1) из семейства (C) с доказательства отсутствия

экспоненциальных инвариантов, имеющих неполиномиальные аргументы. Бу-

дем использовать обозначения Теоремы 3.6. В частности, символами h(1)(x) и

h(2)(x) мы обозначили начальные отрезки рядов Пюизе y(1)∞ (x) и y(2)∞ (x) соот-

ветственно. Эти начальные отрезки включают в себя дифференциальные мо-

номы, показатели степеней которых больше числа −(n+ 1)/2. Напомним, что

степени многочленов f(x) и g(x) обозначены следующим образом: deg g = n

и deg f = m. Также справедливо неравенство n > 2m+ 1.
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Лемма 3.13. Предположим, что дифференциальная система Льенара (3.1)

из семейства (C) не интегрируема с рациональным первым интегралом.

Тогда эта система не имеет экспоненциальных инвариантов вида E(x, y) =

exp {h(x, y)/r(x, y)}, где h(x, y) ∈ C[x, y] и r(x, y) ∈ C[x, y] \ C – взаимно

простые многочлены.

Доказательство. Мы будем использовать локальную теорию инвариантов,

разработанную в Разделе 2.3. Если система Льенара (3.1) имеет экспоненци-

альный инвариант вида E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)}, где r(x, y) ∈ C[x, y]\C,

то r(x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] и без ограничения общности можно предположить,

что степень многочлена h(x, y) относительно переменной y меньше степени

многочлена r(x, y) относительно переменной y. Существует конечное число

элементарных локальных экспоненциальных инвариантов

Ej(x, y) = exp

[
uj(x, y)

{y − Yj,∞(x)}nj

]
, uj(x, y) ∈ C∞{x}[y],

Yj,∞(x) ∈ C∞{x}, nj ∈ N, j = 1, . . . , K, K ∈ N
(3.178)

таких, что экспоненциальный инвариантE(x, y) равен произведениюE1(x, y)×

. . . × EK(x, y). Из Теоремы 2.9 и Леммы 2.3 следует, что каждый из рядов

Пюизе Yj,∞(x), j = 1, . . . , K удовлетворяет уравнению (3.5). На самом деле

ряд Yj,∞(x) совпадает с одним из рядов y
(1,2)
j,∞ (x), описанных в Теореме 3.6.

Символом ϱj(x, y) ∈ C∞{x}[y] обозначим собственное значение элементарного

локального экспоненциального инварианта Ej(x, y). Мы видим, что выраже-

ние ϱ1(x, y) + . . .+ ϱK(x, y) равно собственному значению ϱ(x, y) инварианта

E(x, y). Напомним, что собственное значение ϱ(x, y) является элементом коль-

ца C[x, y]. Далее представим числитель из соотношения (3.178) в виде

uj(x, y) =

nj−1∑
k=0

v(j,k)(x)zk, z = y − Yj,∞(x), v(j,k)(x) ∈ C∞{x}, (3.179)

где без ограничение общности полагаем vj,0(x) ̸= O∞. В противном случае

число nj необходимо уменьшить на единицу. Как и ранее, символом O∞

189



мы обозначили нулевой элемент поля C∞{x}. Подставляя явное представ-

ление локального инварианта Ej(x, y) в уравнение в частных производных

XEj(x, y) = ϱj(x, y)Ej(x, y), мы избавляемся от знаменателей и приравнива-

ем друг другу коэффициенты, стоящие при различных степенях переменной

z. В результате, мы заключаем, что собственное значение ϱj(x, y) не зависит

от z и, значит, от y: ϱj(x, y) = v(j,nj−1),x. Также мы получаем следующую

систему линейных обыкновенных дифференциальных уравнений:

Yj,∞v(j,0),x − njλjv(j,0) = 0,

Yj,∞v(j,k),x − (nj − k)λjv(j,k) + u(j,k−1),x = 0, 1 ≤ k < nj − 1.
(3.180)

В этом выражении λj(x, y) ∈ C∞{x}[y] представляет собой собственное зна-

чение элементарного локального инварианта Fj(x, y) = y − Yj,∞(x). Это соб-

ственное значение мы находим с помощью Теоремы 2.11. Оно принимает вид

λj(x, y) = −f(x) − ∂xYj,∞(x). (3.181)

Решая систему (3.180), мы определяем доминантное поведение соответствую-

щих рядов Пюизе: v(j,k)(x) = C(j,k)x
−(nj+k)(n+1)/2, где C(j,k) ∈ C\{0}. Заметим,

что мы можем рассматривать только частные решения линейных неодно-

родных обыкновенных дифференциальных уравнений (3.180) при условии

0 < k < nj − 1. Действительно, решения линейных однородных уравнений

из системы (3.180) включены в элементарные локальные экспоненциальные

инварианты для меньших значений числа nj. Следовательно, собственное

значение ϱj(x, y) = v(j,nj−1),x не имеет мономов с неотрицательными показа-

телями степеней. Мы видим, что многочлен ϱ(x, y) = ϱ1(x, y) + . . .+ ϱK(x, y)

должен тождественно равняться нулю. Тогда аргумент h(x, y)/r(x, y) экспо-

ненциального инварианта E(x, y) = exp {h(x, y)/r(x, y)} представляет собой

рациональный первый интеграл рассматриваемой системы Льенара. Мы при-

шли к противоречию.

Замечание 1. Ниже мы покажем, что системы Льенара (3.1) из семейства
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(C) не имеют рациональных первых интегралов. Следовательно, это условие

не ограничивает общности Леммы 3.13.

Далее перейдем к исследованию существования первых интегралов Дарбу

для систем Льенара (3.1) из семейства (C).

Теорема 3.17. Дифференциальные системы Льенара (3.1) из семейства (C)

не интегрируемы по Дарбу.

Доказательство. Применим метод от противного. Пусть система Льенара

(3.1) из семейства (C) имеет первый интеграл, являющийся функцией Дар-

бу. Согласно Теореме 2.1 для рассматриваемой системы должен существо-

вать рациональный интегрирующий множитель. Следовательно, система име-

ет K ∈ N попарно различных неприводимых алгебраических инвариантов

F1(x, y), . . ., FK(x, y) = 0, таких что для некоторых ненулевых целых чисел

d1, . . ., dK выполнено соотношение
K∑
j=1

djλj(x, y) = f(x), d1, . . . , dK ∈ Z \ {0}. (3.182)

В этом выражении λj(x, y) представляет собой собственное значение алгеб-

раического инварианта Fj(x, y). Предположим, что семейство рядов Пюизе

y
(l)
∞ (x) появляется Nl,j раз в разложении на множители многочлена Fj(x, y) в

кольце C∞{x}[y]. Здесь l = 1, 2 и мы используем обозначения Теоремы 3.6.

Собственное значение λj(x, y) принимает вид

λj(x, y) = −(N1,j +N2,j)f(x) −
{
N1,jh

(1)
x (x) +N2,jh

(2)
x (x)

}
+
,

N1,j, N2,j ∈ N0, N1,j +N2,j > 0,
(3.183)

где h(1,2)(x) – начальный отрезок ряда Пюизе y(1,2)∞ (x), описанного в Теоре-

ме 3.6. Подставляя выражение (3.183) в соотношение (3.182), находим
K∑
j=1

dj

[
N1,j

(
f(x) +

{
h(1)x (x)

}
+

)
+N2,j (f(x)

+
{
h(2)x (x)

}
+

)]
= −f(x).

(3.184)
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Сначала будем считать, что n – нечетное число. Доминантный моном началь-

ных отрезков h(1)(x) и h(2)(x) имеет вид b0x(n+1)/2 и −b0x(n+1)/2 соответственно.

Приравнивая нулю коэффициент при x(n−1)/2 в выражении (3.184), получаем

K∑
j=1

djN1,j =
K∑
j=1

djN2,j. (3.185)

Пусть теперь n – четное число. Из Теоремы 3.6 следует справедливость ра-

венства N1,j = N2,j. Следовательно, соотношение (3.185) выполняется тожде-

ственно. В результате, условие (3.184) принимает вид

B
(

2f(x) +
{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

)
= −f(x), B =

K∑
j=1

djN1,j. (3.186)

Очевидно, что B является ненулевым целым числом. Рассмотрим уравнение

yyx + εf(x)y + g(x) = 0. (3.187)

Ряды Пюизе из поля C∞{x}, являющиеся формальными решениями этого

уравнения, совпадают с рядами Пюизе {y(1,2)j,∞ (x)} Теоремы 3.6 при выполнении

условия ε = 1. Аналогично случаю ε = 1, мы находим два семейства рядов

Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющих уравнению (3.187). Обозначим эти

семейства символами Y
(1)
∞ (x) and Y

(2)
∞ (x). Несложно заметить, что коэффи-

циенты этих рядов полиномиально зависят от ε. Следовательно, справедливо

представление

Y (1,2)
∞ (x) =

+∞∑
l=0

εlv
(1,2)
k (x), (3.188)

где {v(1,2)k (x)} – ряды Пюизе из поля C∞{x}, не зависящие от ε. Подставляя

выражение (3.188) в уравнение (3.187) и приравнивая нулю коэффициенты,

стоящие при различных степенях параметра ε, мы находим обыкновенные

дифференциальные уравнения для рядов {v(1,2)k (x)}. Первые два уравнения

принимают вид

v0v0,x + g(x) = 0, v0v1,x + v0,xv1 + f(x)v0 = 0, (3.189)
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где верхний индекс опущен. Следовательно, мы получаем соотношения

v
(2)
0 (x) = −v(1)0 (x), v

(1,2)
1 (x) = − 2f0

2m+ n+ 3
xm+1 + o(xm+1), x→ ∞. (3.190)

Анализируя другие обыкновенные дифференциальные уравнения для рядов

v
(1,2)
k (x), где k ≥ 2, мы приходим к асимптотическим равенствам v

(1,2)
k (x) =

o(xm+1), x → ∞, k ≥ 2. Вспомним, что ряды Пюизе y(1,2)j,∞ (x) с одинаковым

верхним индексом имеют совпадающие начальные отрезки до мономов с пока-

зателем степени −(n+1)/2. Эти начальные отрезки мы обозначили символами

h(1)(x) и h(2)(x). Подставляя наши результаты в условие (3.186) и рассматри-

вая коэффициент при старшей степени xm, мы приходим к уравнению

B

(
2f0 −

4(m+ 1)f0
2m+ n+ 3

)
= −f0. (3.191)

Решая это уравнение, получаем выражение

B = −m+ 1

n+ 1
− 1

2
. (3.192)

Из неравенства n > 2m+ 1 следует, что число B не является целым. Пришли

к противоречию.

Следствие 1. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства

(C) имеет не более одного алгебраического инварианта F (x, y), для которого

выполнено N1 = N2.

Доказательство. Напомним, что N1 и N2 представляют собой число попарно

различных рядов вида y(1)∞ (x) и y(2)∞ (x) из поля C∞{x}, появляющихся в разло-

жении инварианта F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y], соответственно.

Эти факторизации приведены в Теореме 3.6. Отметим, что мы не требуем,

чтобы многочлен F (x, y) был неприводимым в кольце C[x, y]. Собственное

значение такого алгебраического инварианта принимает вид

λ(x, y) = −2N1f(x) −N1

{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+
. (3.193)
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Предположим, что существует еще один алгебраический инвариант со свой-

ством N1 = N2. Тогда из формулы (3.193) следует, что соответствующая

система имеет рациональный первый интеграл. Этот факт противоречит Тео-

реме 3.17.

Следствие 2. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C)

не может иметь два различных неприводимых алгебраических инварианта

F1(x, y) и F2(x, y), для которых выполнено N1,1N2,2 −N1,2N2,1 = 0, где Nl,j –

число вхождений ряда Пюизе вида y(l)∞ (x) в разложение многочлена Fj(x, y)

на множители в кольце C∞{x}[y].

Доказательство. Воспользуемся методом доказательства от противного.

Предположим, что система Льенара (3.1) из семейства (C) имеет два раз-

личных неприводимых алгебраических инварианта F1(x, y) и F2(x, y) со свой-

ством N1,1N2,2 −N1,2N2,1 = 0.

Сначала будем считать, что одно из чисел Nl,j, где l, j = 1, 2, равно нулю.

Без ограничения общности положим N2,1 = 0. Следовательно, мы приходим

к равенству N1,1N2,2 = 0. Многочлен Fj(x, y), j = 1, 2 должен иметь в своем

разложении на множители в кольце C∞{x}[y] хотя бы один ряд Пюизе из

поля C∞{x}. Мы получаем неравенства N1,1 > 0, N2,2 = 0 и N1,2 > 0. По

Теореме 3.6 существует самое большее один неприводимый алгебраический

инвариант, имеющий в своем разложении на множители в кольце C∞{x}[y]

ряды Пюизе, принадлежащие семейству y(1)∞ (x). Пришли к противоречию.

Теперь предположим, что все числа Nl,j, где l, j = 1, 2, отличны от нуля.

Введем в рассмотрение число

κ =
N1,1

N2,1
=
N1,2

N2,2
. (3.194)

Собственные значения λ1(x, y) и λ2(x, y) алгебраических инвариантов F1(x, y)
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и F2(x, y) представляются в виде

λj(x, y) = −N2,j

[
(κ + 1)f(x) +

{
κh(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

]
, j = 1, 2. (3.195)

Мы видим, что собственные значения зависимы над полем Z. Таким образом,

исследуемая система Льенара имеет рациональный первый интеграл. Пришли

к противоречию.

Из Следствия 1 к Теореме 3.17 и Теоремы 3.6 следует, что системы Льена-

ра (3.1), принадлежащие семейству (C), не могут одновременно иметь более

одного неприводимого алгебраического инварианта при четных значениях

параметра n.

Теперь будем исследовать существование неавтономных первых интегра-

лов Дарбу. Справедлива следующая лемма.

Лемма 3.14. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C)

имеет неавтономный первый интеграл Дарбу вида (2.18) тогда и только

тогда, когда n = 0 (deg f = 0) и выполнено одно из указанных ниже условий.

1. Существует неприводимый алгебраический инвариант F (x, y) такой,

что число рядов Пюизе из семейства y(1)∞ (x) в разложении многочлена

F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y] равно числу рядов Пюизе из

семейства y
(2)
∞ (x) в этом же разложении, т.е. N1 = N2. Соответ-

ствующий первый интеграл принимает вид

I(x, y, t) = F (x, y) exp

[
2(n+ 1)f0N1t

n+ 3

]
. (3.196)

2. Существуют два различных неприводимых алгебраических инвариан-

та F1(x, y) и F2(x, y) такие, что выполнено условие N1,j ̸= N2,j, j = 1,

2, где Nl,j – число рядов Пюизе из семейства y(l)∞ (x) в разложении мно-

гочлена Fj(x, y) на множители в кольце C∞{x}[y]. Соответствующий
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первый интеграл выглядит следующим образом:

I(x, y, t) =
{F1(x, y)}N1,2−N2,2

{F2(x, y)}N1,1−N2,1
exp

[
2(n+ 1)f0Ωt

n+ 3

]
, (3.197)

где параметр Ω определяется соотношением Ω = N1,2N2,1 −N1,1N2,2.

Рассматриваемая система не имеет других независимых неавтоном-

ных первых интегралов Дарбу с зависящим от времени экспоненциальным

множителем вида (2.18).

Доказательство. Согласно Леммам 3.3 и 3.4 экспоненциальные инварианты

не могут появляться в явном представлении неавтономных первых интегралов

Дарбу вида (2.18). Из Теоремы 2.7 следует, что система Льенара из семейства

(C) имеет неавтономный первый интеграл (2.18) тогда и только тогда, когда

существует K ∈ N попарно различных неприводимых алгебраических инвари-

антов F1(x, y), . . ., FK(x, y), таких что для некоторых ненулевых комплексных

чисел d1, . . ., dK , ω выполняется условие

K∑
j=1

djλj(x, y) + ω = 0, d1, . . . , dK , ω ∈ C \ {0}. (3.198)

В этом выражении λj(x, y) представляет собой собственное значение алгебра-

ического инварианта Fj(x, y). Соответствующий неавтономный первый инте-

грал Дарбу принимает вид

I(x, y, t) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y) exp[ωt]. (3.199)

Предположим, что ряды Пюизе из семейства y(l)∞ (x) появляются Nl,j раз в

разложении многочлена Fj(x, y) на множители в кольце C∞{x}[y]. Здесь l = 1,

2 и опять мы используем обозначения Теоремы 3.6. Собственное значение

λj(x, y) задано соотношением (3.183). Необходимое и достаточное условие

существование неавтономного первого интеграла (3.199) выглядит следующим
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образом:

K∑
j=1

dj

[
N1,j

(
f(x) +

{
h(1)x (x)

}
+

)
+N2,j

(
f(x) +

{
h(2)x (x)

}
+

)]
= ω. (3.200)

Это условие не выполнено, если не справедливо соотношение (3.185). Перепи-

шем условие (3.200) в виде

B
(

2f(x) +
{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

)
= ω, B =

K∑
j=1

djN1,j, (3.201)

где в отличие от случая Теоремы 3.17 параметр B может быть комплексно-

значным. Если m > 0, то мы получаем равенство

B

(
2f0 −

4(m+ 1)f0
2m+ n+ 3

)
= 0, (3.202)

которое не может выполняться. Следовательно, мы должны положить m = 0.

Соотношения (3.185) и (3.201) при m = 0 принимают вид

K∑
j=1

djN1,j =
K∑
j=1

djN2,j, 2f0(n+ 1)
K∑
j=1

djN1,j = (n+ 3)ω. (3.203)

Если рассматриваемая система Льенара имеет только один неприводимый

алгебраический инвариант (K = 1), то алгебраическая система (3.203) удо-

влетворяется тогда и только тогда, когда выполнено N1,1 = N2,1. Отметим,

что параметр d1 ̸= 0 можно выбрать произвольным образом. Тогда положим

d1 = 1. Второе уравнение в системе (3.203) задает значение параметра ω. В ре-

зультате, мы получаем неавтономный первый интеграл Дарбу в виде (3.196),

где нижний индекс j = 1 опущен.

Далее предположим, что исследуемая система Льенара имеет хотя бы

два различных неприводимых алгебраических инварианта F1(x, y) и F2(x, y),

удовлетворяющих условию N1,j ̸= N2,j, j = 1, 2. Мы видим, что алгебраиче-

ская система (3.203) удовлетворяется автоматически. Действительно, полагая

K = 2 и учитывая тот факт, что одно из чисел d1 или d2 можно выбрать
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произвольным образом, мы находим решение

d1 = N1,2 −N2,2, d2 = N2,1 −N1,1, ω =
2(n+ 1)f0Ω

n+ 3
, (3.204)

где используется обозначение Ω = N1,2N2,1 − N1,1N2,2. Следовательно, мы

пришли к неавтономному первому интегралу Дарбу (3.197). По Следствию 2

к Теореме 3.17, справедливо условие Ω ̸= 0.

Предположим, что для системы Льенара (3.1) из семейства (C) суще-

ствуют два независимых неавтономных первых интеграла Дарбу вида (2.18).

Тогда эта система интегрируема по Дарбу. Этот факт противоречит Теоре-

ме 3.17.

Замечание 1. Дифференциальные системы Льенара (3.1), удовлетворя-

ющие условию 2 Леммы 3.14, могут существовать, только если n = deg g –

нечетное число.

Примеры систем Льенара (3.1) из семейства (C), имеющих неавтоном-

ный первый интеграл Дарбу вида (3.196) или (3.197), будут приведены в

Разделе 3.5.

Далее перейдем к исследованию интегрируемости по Лиувиллю систем

Льенара (3.1) из семейства (C).

Теорема 3.18. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C)

интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, когда тождественно

выполняется соотношение

4(m+ 1)f(x) + (2m+ n+ 3)
{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

= 0 (3.205)

и справедливо одно из приводимых ниже условий.

1. Существует неприводимый алгебраический инвариант F (x, y) такой,

что число рядов Пюизе из семейства y(1)∞ (x) в разложении многочлена

F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y] равно числу рядов Пюизе
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из семейства y(2)∞ (x) в этом же разложении, т.е. N1 = N2. В этом

случае система имеет интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) = {F (x, y)}−
2m+n+3
2(n+1)N1 . (3.206)

2. Существуют два различных неприводимых алгебраических инвариан-

та F1(x, y) и F2(x, y) такие, что выполнено условие N1,j ̸= N2,j, j = 1,

2, где Nl,j – число рядов Пюизе из семейства y(l)∞ (x) в разложении мно-

гочлена Fj(x, y) на множители в кольце C∞{x}[y]. Соответствующий

интегрирующий множитель Дарбу выглядит следующим образом:

M(x, y) =
{F1(x, y)}

(2m+n+3)(N2,2−N1,2)

2(n+1)Ω

{F2(x, y)}
(2m+n+3)(N2,1−N1,1)

2(n+1)Ω

, (3.207)

где параметр Ω определяется соотношением Ω = N1,2N2,1 −N1,1N2,2.

Доказательство. Из Теоремы 2.2 следует, что необходимым и достаточным

условием интегрируемости по Лиувиллю дифференциальной системы (1.1)

является существование интегрирующего множителя Дарбу. Согласно Лем-

мам 3.3 и 3.4 интегрирующий множитель для интегрируемой по Лиувиллю

системы Льенара из семейства (C) не может содержать экспоненциальных

инвариантов и представляется в виде

M(x, y) =
K∏
j=1

F
dj
j (x, y), d1, . . . , dk ∈ C, K ∈ N, (3.208)

где F1(x, y), . . ., FK(x, y) – попарно различные неприводимые алгебраические

инварианты рассматриваемой системы. Без ограничения общности предпола-

гаем, что числа d1, . . ., dK отличны от нуля. Собственное значение λj(x, y) ал-

гебраического инварианта Fj(x, y) определяется соотношением (3.183). Необ-

ходимое и достаточное условие d1λ1(x, y) + . . . +dKλK(x, y) = −divX суще-
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ствования интегрирующего множителя Дарбу (3.208) принимает вид

K∑
j=1

djN1,j

(
f(x) +

{
h(1)x (x)

}
+

)
+

K∑
j=1

djN2,j

(
f(x) +

{
h(2)x (x)

}
+

)
= −f(x).

(3.209)

Это условие не удовлетворяется, если не выполнено соотношение (3.185). Ис-

пользуя выражение (3.185), мы упрощаем условие (3.209). В результате, по-

лучаем

B
(

2f(x) +
{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

)
= −f(x), B =

K∑
j=1

djN1,j, (3.210)

где в отличие от случая Теоремы 3.17 параметр B может быть комплексно-

значным. Повторяя те же действия, что и при доказательстве Теоремы 3.17,

мы приходим к равенству

B

(
2f0 −

4(m+ 1)f0
2m+ n+ 3

)
= −f0, (3.211)

которое позволяет нам найти параметр B в явном виде:

B = −2m+ n+ 3

2(n+ 1)
. (3.212)

Подставляя эту формулу в условие (3.210), мы получаем соотношение (3.205).

Далее нам осталось исследовать разрешимость по отношению к неизвестным

d1, . . ., dK следующей линейной неоднородной алгебраической системы:

K∑
j=1

djN1,j =
K∑
j=1

djN2,j,
K∑
j=1

djN1,j = −2m+ n+ 3

2(n+ 1)
. (3.213)

Предположим, что рассматриваемая система Льенара имеет только один

неприводимый алгебраический инвариант, т.е. K = 1. В этом случае алгебра-

ическая система (3.213) разрешима тогда и только тогда, когда N1,1 = N2,1.

Опуская нижний индекс j, мы находим значение параметра d и интегрирую-

щий множитель Дарбу (3.206).
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Теперь будем считать, что исследуемая система Льенара имеет по край-

ней мере два различных неприводимых алгебраических инварианта. Полагая

K = 2, мы видим, что определитель системы (3.213) равен Ω = N1,2N2,1 −

N1,1N2,2. По Следствию 2 к Теореме 3.17 параметр Ω отличен от нуля. Сле-

довательно, алгебраическая система (3.213) имеет единственное решение. В

результате, мы находим интегрирующий множитель Дарбу (3.207). Заметим,

что интегрирующий множитель (3.207) становится интегрирующим множите-

лем (3.206), если выполнено N1,j = N2,j для j = 1 или j = 2.

Если алгебраических инвариантов нет или существует только один непри-

водимый алгебраически инвариант, удовлетворяющий условию N1 ̸= N2, то

алгебраическая система (3.213) не совместна.

Предположим, что система Льенара (3.1) из семейства (C) имеет два раз-

личных интегрирующих множителя Дарбу. Тогда их частное является первым

интегралом Дарбу. Существование первого интеграла Дарбу противоречит

Теореме 3.17.

Следствие 1. Интегрируемая по Лиувиллю дифференциальная система

Льенара (3.1) из семейства (C) имеет не более двух различных неприводимых

алгебраических инвариантов, если n = deg g – нечетное число.

Доказательство. Предположим противное. Пусть система Льенара (3.1) из

семейства (C) имеет три или более попарно различных неприводимых алгеб-

раических инварианта. Согласно Теореме 3.18 мы можем найти по меньшей

мере два различных интегрирующих множителя Дарбу. Следовательно, для

рассматриваемой системы существует первый интеграл Дарбу. Мы пришли к

противоречию.

Замечание 1. Равенство (3.205) выполняется тождественно, если m =

0 (deg f = 0). Справедливость этого утверждение следует из соотношений

(3.188) и (3.189).
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Замечание 2. Системы Льенара из семейства (C), удовлетворяющие усло-

вию 2 Теоремы 3.18, могут существовать, только если n = deg g – нечетное

число. Более того, интегрирующий множитель (3.207) становится интегриру-

ющим множителем (3.206), если выполнено условие N1,1 +N1,2 = N2,1 +N2,2.

В этом случае многочлен F (x, y) в соотношении (3.206) приводим: F (x, y) =

F1(x, y)F2(x, y).

Получим общее представление для интегрируемых по Лиувиллю систем

Льенара (3.1) из семейства (C), имеющих гиперэллиптическую инвариантную

алгебраическую кривую y2 + u(x)y + v(x) = 0, где u(x), v(x) ∈ C[x].

Теорема 3.19. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C),

имеющая гиперэллиптическую инвариантную алгебраическую кривую y2 +

u(x)y + v(x) = 0, где u(x), v(x) ∈ C[x], интегрируема по Лиувиллю тогда и

только тогда, когда эта система принимает вид

xt = y, yt = −(k + 2l)

4
wl−1wxy −

k

8

(
w2l−1 + 4βwk−1

)
wx. (3.214)

В этом соотношении β ∈ C \ {0}, w(x) – многочлен степени (m + 1)/l, k

и l – взаимно простые натуральные числа, удовлетворяющие условию (m+

1)k = (n + 1)l. Соответствующая система Льенара имеет единственный

интегрирующий множитель Дарбу

M(x, y) =

{
y2 + wly +

1

4
w2l + βwk

}−( 1
2+

l
k)

(3.215)

и гиперэллиптическую инвариантную алгебраическую кривую 4y2 + 4wly +

w2l + 4βwk = 0. Первый интеграл Лиувилля выглядит следующим образом:

I(x, y) =
(2l − k)(2y + wl)

4kw
k
2β

1
2+

l
k

2F1

(
1

2
,
1

2
+
l

k
;
3

2
;−(2y + wl)2

4βwk

)
+

{
y2 + wly +

1

4
w2l + βwk

} 1
2−

l
k

,

(3.216)

где 2F1(α, δ;σ; s) – гипергеометрическая функция.
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Доказательство. Легко убедиться, что любая система Льенара вида (3.214)

интегрируема по Лиувиллю с интегрирующим множителем Дарбу и первым

интегралом, заданными соотношениями (3.215) и (3.216) соответственно. По-

скольку β ̸= 0 и многочлен w(x) имеет степень (m+ 1)/l, мы заключаем, что

система (3.214) принадлежит семейству (C). Докажем обратное утверждение.

Предположим, что система Льенара (3.1) из семейства (C) интегриру-

ема по Лиувиллю и имеет гиперэллиптическую инвариантную алгебраиче-

скую кривую y2 + u(x)y + v(x) = 0. Согласно Теореме 3.18 условие (3.205)

выполняется тождественно и для рассматриваемой системы существут ин-

тегрирующий множитель Дарбу (3.206), где многочлен F (x, y) может быть

выбран в виде F (x, y) = y2 + u(x)y + v(x). Также положим N1 = 1. Подстав-

ляя интегрирующий множитель (3.206) в уравнение в частных производных

yMx − [f(x)y + g(x)]My − f(x)M = 0 и приравнивая нулю коэффициенты,

стоящие при различных степенях переменной y, получаем равенства

f(x) =
2m+ n+ 3

4(m+ 1)
ux, g(x) =

1

2
vx +

n− 2m− 1

8(m+ 1)
uux (3.217)

и уравнение

uvx −
n+ 1

m+ 1
uxv +

n− 2m− 1

4(m+ 1)
u2ux = 0. (3.218)

Отметим, что условие (3.205) дает то же самое явное выражение для много-

члена f(x). Интегрируя обыкновенное дифференциальное уравнение (3.218)

относительно многочлена v(x), получаем

v(x) = βu
n+1
m+1 +

1

4
u2, (3.219)

где β ∈ C – постоянная интегрирования. Используя Теорему 3.6 и схему

доказательства Теоремы 3.17, мы видим, что многочлен u(x) имеет степень

m + 1, а многочлен v(x) имеет степень n + 1. Таким образом, параметр β

отличен от нуля. Далее введем в рассмотрение взаимно простые натураль-

ные числа k и l, удовлетворяющие соотношению (m + 1)k = (n + 1)l. Из
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равенства (3.219) следует, что существует многочлен w(x) степени (m+ 1)/l

такой, что многочлен u(x) можно представить в виде u(x) = wl(x). В резуль-

тате, мы приходим к соотношению v(x) = βwk(x) +w2l(x). Подставляя явные

представления многочленов u(x) и v(x) в выражения (3.217), мы находим мно-

гочлены f(x) и g(x) как указано в формулах (3.214). Выразим n из равенства

(m + 1)k = (n + 1)l. Тогда мы получаем интегрирующий множитель Дарбу

(3.215), которому соответствует первый интеграл Лиувилля (3.216).

Замечание 1. В Теореме 3.19 мы не требуем неприводимости многочлены

F (x, y) = y2 + u(x)y + v(x), см. также Замечание 1 к Теореме 3.18.

Замечание 2. Семейство систем (3.214) может быть преобразовано к про-

стому виду

sτ = z, zτ = −(k + 2l)

4
sl−1z − k

8

(
s2l−1 + 4βsk−1

)
(3.220)

с помощью обобщенного преобразования Зудмана s(τ) = w(x), z(τ) = y,

dτ = wx(x)dt. Подставляя w(x) = s, y = z в соотношение (3.216), мы находим

первый интеграл Лиувилля для систем (3.220).

Из Теоремы 3.6 следует, что уравнение (3.5), соответствующее дифферен-

циальной системе Льенара (3.1) из семейства (C), может иметь полиномиаль-

ные решения, только если n = deg g(x) – нечетное число. Любое полиноми-

альное решение порождает неприводимый алгебраический инвариант первой

степени относительно переменной y. Исследуем интегрируемые по Лиувиллю

системы Льенара (3.1) из семейства (C), имеющие неприводимые алгебраи-

ческие инварианты первой степени относительно переменной y. Поскольку

произвольные коэффициенты рядов Пюизе y(l)∞ (x), l = 1, 2 появляются в

неполиномиальной части, мы заключаем, что соответствующее уравнение

(3.5) не может иметь более двух различных полиномиальных решений при

выполнении неравенства deg g > 2 deg f + 1. Далее обозначим полиномиаль-

ные решения символами p1(x) и p2(x). Заметим, что справедливы равенства
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pl(x) = {h(l)(x)}+, l = 1, 2 , где h(l)(x) – начальный отрезок ряда Пюизе

y
(l)
∞ (x).

Теорема 3.20. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C),

имеющая два различных неприводимых алгебраических инварианта первой

степени относительно переменной y, интегрируема по Лиувиллю тогда и

только тогда, когда эта система принимает вид (3.214), n = deg g(x) –

нечетное число, выполнены остальные условия Теоремы 3.19 при следующих

дополнительных ограничениях: или k – четное число, или, в противном

случае, (m+ 1)/l – четное число и все нули многочлена w(x) имеют крат-

ность 2. Многочлены p1(x) и p2(x), порождающие алгебраические инвариан-

ты y − p1(x) и y − p2(x), могут быть представлены в виде

p1(x) =
√
βw

k
2 +

1

2
wl(x), p2(x) = −

√
βw

k
2 +

1

2
wl(x), β ∈ C \ {0}. (3.221)

Доказательство. Мы повторяем схему доказательства Теоремы 3.19, а также

используем условие 2 Теоремы 3.18. Отметим, что гиперэллиптическая инва-

риантная кривая из Теоремы 3.19 с порождающим многочленом F (x, y) =

y2 + wly + 1
4w

2l + βwk = (y + wl/2)2 + βwk разбивается на две различные

инвариантные алгебраические кривые y − p1(x) = 0 и y − p2(x) = 0 тогда и

только тогда, когда n – нечетное число, а также или k – четное число, или,

в противном случае, (m + 1)/l – четное число и все нули многочлена w(x)

имеют кратность 2. Также вспомним, что степень многочлена w(x) равна

(m+ 1)/l.

Замечание 1. Эта теорема может быть доказана и другим способом, без

использования Теоремы 3.19. Метод доказательства аналогичен методу дока-

зательства Теоремы 3.11.

Покажем, что для любых чисел m = deg f(x) и n = deg g(x) существу-

ют интегрируемые по Лиувиллю системы Льенара (3.1) из семейства (C).
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Полагая u(x) = xm+1 в соотношении (3.219), мы получаем следующие инте-

грируемые по Лиувиллю системы Льенара (3.1) из семейства (C):

xt = y, yt = −2m+ n+ 3

4
xmy − n+ 1

8

(
4βxn + x2m+1

)
. (3.222)

Соответствующий интегрирующий множитель Дарбу принимает вид

M(x, y) =

(
y2 + xm+1y + βxn+1 +

1

4
x2(m+1)

)− 2m+n+3
2(n+1)

. (3.223)

Также заметим, что при выполнении условий n = l(m+ 1) − 1, l ∈ N и l > 2,

мы находим еще одно семейство интегрируемых по Лиувиллю систем Льенара

xt = y, yt = −l + 2

4
uxy −

l

8

(
4βul−1 + u

)
ux, (3.224)

где u(x) – произвольный многочлен степени m+ 1. В этом случае интегриру-

ющий множитель Дарбу представляется в виде

M(x, y) =

(
y2 + uy + βul +

1

4
u2
)− l+2

2l

. (3.225)

Далее исследуем возможность существование неавтономных последних

множителей Дарбу – Якоби. Случай m = 0 (deg f = 0) является простым.

Существуют семейства различных последних множителей Дарбу – Якоби, воз-

никающих как произведение автономных интегрирующих множителей (3.206)

или (3.207) и неавтономных первых интегралов Iκ(x, y, t), где κ ∈ C и функ-

ция I(x, y, t) определяется соотношениями (3.196) или (3.197).

Лемма 3.15. Дифференциальная система Льенара (3.1) из семейства (C),

удовлетворяющая условию m > 0 (deg f > 0), имеет неавтономный послед-

ний множитель Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и только тогда, когда

существует ненулевое комплексное число ω, такое что выполнено соотно-

шение

4(m+ 1)f(x) + (2m+ n+ 3)
{
h(1)x (x) + h(2)x (x)

}
+

+ 2(n+ 1)ω = 0, (3.226)

а также справедливо одно из приводимых ниже условий.
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1. Существует неприводимый алгебраический инвариант F (x, y) такой,

что число рядов Пюизе из семейства y(1)∞ (x) в разложении многочлена

F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y] равно числу рядов Пюизе из

семейства y(2)∞ (x) в этом же разложении, т.е. N1 = N2. В этом случае

система имеет единственный неавтономный последний множитель

Дарбу – Якоби

M(x, y, t) = {F (x, y)}−
2m+n+3
2(n+1)N1 exp[ωt]. (3.227)

2. Существуют два различных неприводимых алгебраических инвариан-

та F1(x, y) и F2(x, y) такие, что выполнено условие N1,j ̸= N2,j, j = 1,

2, где Nl,j – число рядов Пюизе из семейства y
(l)
∞ (x) в разложении

многочлена Fj(x, y) на множители в кольце C∞{x}[y]. Соответству-

ющий неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби выглядит

следующим образом:

M(x, y, t) =
{F1(x, y)}

(2m+n+3)(N2,2−N1,2)

2(n+1)Ω

{F2(x, y)}
(2m+n+3)(N2,1−N1,1)

2(n+1)Ω

exp[ωt], (3.228)

где параметр Ω определяется соотношением Ω = N1,2N2,1 −N1,1N2,2.

Доказательство. Доказательство этой теоремы аналогично доказательству

Теоремы 3.18. Единственное отличие заключается в условии (3.209). В неав-

тономном случае это условие принимает вид

K∑
j=1

djN1,j

(
f(x) +

{
h(1)x (x)

}
+

)
+

K∑
j=1

djN2,j

(
f(x) +

{
h(2)x (x)

}
+

)
= ω − f(x),

(3.229)

где ω – ненулевая комплекснозначная постоянная.

В этом разделе мы установили, что дифференциальные системы Льена-

ра (3.1) из семейства (C) не имеют ни рациональных первых интегралов, ни
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Семейство f(x), g(x) M(x, y) I(x, y), тип первого интеграла

(A)1 f(x) = −
[
kβvk−1 + (k + l)vl−1

]
vx

z− l
k

y−vl I(x, y) =

k−1∑
j=0

exp

[
−πl(2j + 1)i

k

]
Теор. 3.11 g(x) = k

[
βvk + vl

]
vl−1vx × ln

{
z

1
k − β

1
k exp

[
π(2j+1)i

k

]
v
}

z = y − βvk − vl, m+1
n−m = k

l , (l, k) = 1 +kβ
l
k

k−l z
k−l
k

v(x) ∈ C[x], deg v = n−m
l , β ∈ C \ {0} DEL

(B)1 f(x) = − 2f0
f0−δ q1, x, g(x) =

f0+δ
f0−δ q1, xq1

1

y− (f0+δ)

(f0−δ)
q1

[y − q1]
δ−f0

[
y − (f0+δ)

(f0−δ)q1

]δ+f0

Теор. 3.12 q1(x) ∈ C[x], δ, f0 ∈ C \ {0} × 1
y−q1

DEL

q1(x) =
δ−f0

2{m+1}x
m+1 + o(xm+1)

(B)2 f(x) = −2qx, g(x) = qqx
1

{y−q}2 [y − q(x)] exp
[
− q(x)

y−q(x)

]
Теор. 3.13 q(x) ∈ C[x], deg q = m+ 1 DEL

(B)3 f(x) = −
[
{(2d1+1)l+k}l

k−l ul−1 [y−p1]
d1

[y−p2]
d1+1+ k

l

p2(y−p1)
d1+1

2F̃1

(
d1+1,d1+

k
l +1;d1+2;

y−p1
p2−p1

)
{p2−p1}d1+ k

l
+1

Теор. 3.14 +β(l + k)uk−1
]
ux −

(y−p1)
d1+1

2F̃1

(
d1+1,d1+

k
l ;d1+2;

y−p1
p2−p1

)
{p2−p1}d1+ k

l

g(x) =
[
lβ2u2k−1 + {(2d1+1)l+k}lβ

k−l DEL (d1 ̸∈ Q)

×uk+l−1 + (ld1+k)(d1+1)l2

(k−l)2 u2l−1
]
ux

p1(x) = βuk(x) + (d1+1)l
k−l ul(x)

p2(x) = βuk(x) + (ld1+k)
k−l ul(x)

(l, k) = 1, d1, β ∈ C \ {0}

u(x) ∈ C[x], deg u = m+1
max{k,l}

(B)4 f(x) =
[

2l2

l−kv
l−1 − (l + k)βvk−1

]
vx

exp
[

vl

y−q

]
[y−q]

l+k
l

vl−kγ
(

k−l
l , vl

q−y

)
− q

vk γ
(

k
l ,

vl

q−y

)
Теор. 3.16 g(x) =

[
l3

(l−k)2 v
2l−1 + lβ2v2k−1 DEL

− 2l2β
l−k v

l+k−1
]
vx

q(x) = − l
l−kv

l + βvk, β ∈ C \ {0}

v(x) ∈ C[x], deg v = m+1
max{k,l} , (l, k) = 1

(C)1 f(x) = (k+2l)
4 wl−1wx z−(

1
2+

l
k ) 2F1

(
1
2 ,

1
2 + l

k ;
3
2 ;−

(2y+wl)2

4βwk

)
Теор. 3.19 g(x) = k

8

(
w2l−1 + 4βwk−1

)
wx × (2l−k)(2y+wl)

4kw
k
2 β

1
2
+ l

k
+ z

1
2−

l
k

Теор. 3.20 z =
[
y + wl

2

]2
+ βwk, n+1

m+1 = k
l DEL

w(x) ∈ C[x], degw = m+1
l , (l, k) = 1

Таблица 3.1: Некоторые интегрируемые по Лиувиллю полиномиальные диф-

ференциальные системы Льенара (3.1).

первых интегралов Дарбу. Классификация интегрируемых по Лиувиллю си-

стем Льенара (3.1) из семейства (C) для некоторых фиксированных степеней

многочленов f(x) и g(x) будет проводиться в Разделах 3.5 и 3.6.
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3.2.4 Сводка результатов и обсуждение

В предыдущих разделах мы полностью решили проблему интегрируемо-

сти по Лиувиллю для полиномиальных дифференциальных систем Льенара

(3.1) при выполнении условия deg g ≠ 2 deg f + 1. Если же deg g = 2 deg f + 1,

то мы провели классификацию интегрируемых по Лиувиллю подсистем, не

имеющих резонанса на бесконечности. В Таблице 3.1 приведены интегрируе-

мые по Лиувиллю подсистемы, для которых получены явные представления

первых интегралов.

Замечания к Таблице 3.1

1. Натуральные числа l и k одновременно не равны единице.

2. Символами E, D и L обозначены свойства интегрируемости с элемен-

тарным первым интегралом, первым интегралом Дарбу и Лиувилля

соответственно. Символы D и E представляют собой отсутствие элемен-

тарного первого интеграла и первого интеграла Дарбу соответственно.

3. Семейство (A)1 включает в себя все интегрируемые по Лиувиллю си-

стемы Льенара (3.1) такие, что соответствующее уравнение (3.5) име-

ет два различных полиномиальных решения и выполнены неравенства

deg f < deg g < 2 deg f + 1.

4. Семейства (B)1 и (B)2 представляют собой все нерезонансные на беско-

нечности интегрируемые по Дарбу системы Льенара (3.1) при ограни-

чении deg g = 2 deg f + 1.

5. Семейства (B)1, (B)2, (B)3 и (B)4 включают в себя все нерезонансные

на бесконечности интегрируемые по Лиувиллю системы Льенара (3.1)

при ограничении deg g = 2 deg f + 1. Отметим, что семействам (B)1,
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(B)3 и (B)4 также принадлежат и интегрируемые резонансные на бес-

конечности системы. Для выделения нерезонансных систем должны

накладываться дополнительные ограничения. Для семейства (B)1 эти

ограничения имеют вид δ/f0 ̸∈ Q. Для семейств (B)3 и (B)4 соответ-

ствующие ограничения представлены в Теоремах 3.15 и 3.16.

6. Семейство (C)1 представляет собой все интегрируемые по Лиувиллю

системы Льенара (3.1), которые удовлетворяют неравенству deg g >

2 deg f + 1 и имеют или гиперэллиптическую инвариантную алгебраиче-

скую кривую, или две различные неприводимые инвариантные алгебра-

ические кривые, заданные многочленами первой степени относительно

переменной y.

Заметим, что семейства (B)1 и (B)2 – это системы Льенара (3.1), удо-

влетворяющие условию интегрируемости [141] Кьеллини (Chiellini), которое

имеет вид {f(x)/g(x)}x = αf(x), α ∈ C \ {0}. Хорошо известно, что такие

системы Льенара могут быть линеаризованы с помощью обобщенных пре-

образований Зудмана [24]. Обобщенные преобразования Зудмана являются

нелокальными преобразованиями. Другие интегрируемые семейства из Таб-

лицы 3.1 также могут быть сведены к более простому виду с помощью обоб-

щенных преобразований Зудмана, см. замечания к Теоремам 3.11 и 3.16. Эти

системы, за исключением некоторых частных случаев, которые появлялись в

работах [139,140,152,155,162], получены впервые.

3.3 Система Гельмгольца – ван дер Поля

Ранее мы разбили полиномиальные дифференциальные системы Льенара

(3.1) на три различных семейства. Простейшим представителем семейства (A)

является система, для которой выполнено deg f = 1 и deg g = 2. Эта система
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имеет вид

xt = y, yt = −(ζx+ α)xt − (εx2 + σx+ δ), ζε ̸= 0. (3.230)

С помощью преобразований подобия, поворота и параллельного переноса мы

можем без ограничения общности положить ζ = 2 и α = 0. Система (3.230)

также относится к классу квадратичных дифференциальных систем. Фазо-

вые портреты квадратичной системы Льенара были классифицированы в

работе [169]. Нашей целью является изучение существования алгебраических

инвариантов и первых интегралов Лиувилля для системы (3.230) и соответ-

ствующего обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка

xtt + 2xxt + εx2 + σx+ δ = 0, ε ̸= 0. (3.231)

Это уравнение называют уравнением Гельмгольца – ван дер Поля. Систему

(3.230) будем также называть системой Гельмгольца – ван дер Поля.

Теорема 3.21. Система Гельмгольца – ван дер Поля (3.230), где ζ = 2 и

α = 0, имеет неприводимые алгебраические инварианты неограниченных

степеней при условии отсутствия ограничений на коэффициенты. Справед-

ливы следующие утверждения:

1. если δ = −(ε2+4σ)ε/16, то существует неприводимый алгебраический

инвариант степени 1;

2. если σ = −ε2, то существует неприводимый алгебраический инвари-

ант степени 2;

3. если σ = −ε2 и δ = −(2N − 3)(2N + 1)ε3/16, то существует неприво-

димый алгебраический инвариант степени 2N − 1, где N ∈ N \ {1}.

Нет других неприводимых алгебраических инвариантов, кроме описанных

выше. Одновременно существуют не более двух неприводимых алгебраиче-

ских инвариантов. Полученные результаты собраны в Таблице 3.2.
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Алгебраический инвариант Собственное Параметры

F (x, y) значение

y + ε
2x+ 1

8(ε2 + 4σ) −2x+ ε
2 δ = − 1

16(ε2 + 4σ)ε

y + x2 − εx+ δ
ε −ε σ = −ε2

g2(z)x2 + g1(z)x+ g0(z), −2x− ε
(
N − 3

2

)
σ = −ε2,

z = y + x2 − εx− (2N−3)(2N+1)ε2

16 , δ = − (2N−3)(2N+1)ε3

16

N ∈ N \ {1}

Таблица 3.2: Неприводимые алгебраические инварианты системы Гельмголь-

ца – ван дер Поля (3.230). Многочлены g0(z), g1(z), и g2(z) определяются

соотношениями (3.244), (3.246) и (3.250).

Доказательство. Будем использовать метод рядов Пюизе. Разложение непри-

водимых алгебраических инвариантов на множители в кольце C∞{x}[y] для

исследуемой системы

xt = y, yt = −2xy − (εx2 + σx+ δ) (3.232)

было получено в Теореме 3.2. Многоугольник Ньютона уравнения

yyx + 2xy + (εx2 + σx+ δ) = 0. (3.233)

приведен на Рисунке 3.3. Мы видим, что только два ряда Пюизе из поля

C∞{x} удовлетворяют уравнению (3.233). Эти ряды Пюизе порождаются

ребрами [Q3, Q4], [Q2, Q3] и имеют вид

[Q3, Q4] : y(1)∞ (x) = −x2 + εx+ b2 +
+∞∑
k=3

bkx
2−k,

[Q2, Q3] : y(2)∞ (x) = −ε
2
x− 1

8
(ε2 + 4σ) +

+∞∑
k=2

akx
1−k.

(3.234)

Первый ряд существует при выполнении условия σ = −ε2 и имеет произ-

вольный коэффициент b2. Следовательно, мы имеем семейство рядов вида
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Рис. 3.4: Многоугольник Ньютона уравнения (3.233) при условии δε ̸= 0.

y
(1)
∞ (x). Коэффициенты {bk, k = 3, 4, . . .} выражаются через коэффициент b2

и параметры системы. Коэффициенты ряда y(2)∞ (x) определяются единствен-

ным образом. Заметим, что из соображений удобства для коэффициентов

ряда y(2)∞ (x) мы используем обозначения, отличные от обозначений Теоремы

3.2. Анализируя соотношение (2.8), мы заключаем, что собственные значения

алгебраических инвариантов являются элементами кольца C[x] степени, не

превышающей единицу:

λ(x, y) = −2kx+ ε

(
3k

2
−N

)
. (3.235)

Разложим неприводимые алгебраические инварианты на множители в кольце

C∞{x}[y]. В результате получим

F (x, y) =
N−k∏
j=1

(
y + x2 − εx− b

(j)
2 −

+∞∑
k=3

b
(j)
k x2−k

)

×

(
y +

ε

2
x+

1

8
(ε2 + 4σ) −

+∞∑
m=2

amx
1−m

)k

,

(3.236)

где k = 0 или k = 1. Уравнение (3.231) и соответствующая ему система (3.232)

при σ = −ε2 не обладают свойством конечности, описанном в Разделе 1.6.

Следовательно, параметр N ∈ N заранее не известен. Если σ ̸= −ε2, то един-

ственный неприводимый алгебраический инвариант существует, только если

N = 1 и k = 1. При этом ряд Пюизе y(2)∞ (x) должен обрываться на мономе с
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нулевым показателем степени. Мы находим соответствующий алгебраический

инвариант, его собственное значение

F (x, y) = y +
ε

2
x+

1

8
(ε2 + 4σ), λ(x, y) = −2x+

ε

2
(3.237)

и ограничения на параметры системы

δ = − 1

16
(ε2 + 4σ)ε, (3.238)

при которых инвариант существует. Перейдем к случаю σ = −ε2. Если k =

0, то неприводимый алгебраический инвариант и его собственное значение

принимают вид

F (x, y) = y + x2 − εx+
δ

ε
, λ(x, y) = −ε. (3.239)

Введем обратимую замену переменных: x = s, y = z − s2 + εs + ω ↔ s = x,

z = y + x2 − εx −ω, где ω ∈ C. Исследуемая система в новых переменных

выглядит следующим образом:

st = z − s2 + εs+ ω, zt = −εz − (σ + ε2)s+ εω + δ. (3.240)

Для того чтобы упростить эту систему, положим ω = −δ/ε. Вспомним, что

выполнено условие σ = −ε2. Далее будем работать с системой

st = z − s2 + εs− δ

ε
, zt = −εz. (3.241)

Мы установили взаимно однозначное соответствие между алгебраическими

инвариантами систем (3.232) и (3.241) при σ = −ε2. Алгебраические инвари-

анты системы (3.241) обозначим символом G(s, z). Из Теоремы 3.3 следует,

что степени неприводимых алгебраических инвариантов G(s, z) относительно

переменной s равны 0 или 2. Если эта степень равна 0, то k = 0. Это утвержде-

ние обосновано в Лемме 3.2. Случай k = 0 исследовался ранее. Предположим,

что степень неприводимых алгебраических инвариантов G(s, z) относительно
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переменной s равна 2. Алгебраические инварианты удовлетворяют линейному

уравнению в частных производных(
z − s2 + εs− δ

ε

)
Gs − εzGz = (A0 + A1s)G, (3.242)

где собственное значение не зависит от переменной z. Подставляя представ-

ление

G(s, z) = g2(z)s2 + g1(z)s+ g0(z), g0(z), g1(z), g2(z) ∈ C[z], g2(z) ̸≡ 0 (3.243)

в уравнение (3.242) и приравнивая нулю коэффициенты при различных сте-

пенях переменной s, мы получаем A1 = −2,

g1 = εzg2,z + (A0 − 2ε)g2, g0 =
ε2

2
z2g2,zz + ε(A0 − ε)zg2,z

+

(
δ

ε
+ ε2 − 3

2
A0ε+

1

2
A2

0 − z

)
g2

(3.244)

и следующее обыкновенное дифференциальное уравнение для многочлена

g2(z):

ε3z3g2,zzz + 3A0ε
2z2g2,zz − (4εz + {3A0ε (ε− A0) − 4δ})zg2,z

+

(
(2ε− 4A0) z + A0 (ε− A0) (2ε− A0) − 4

(ε− A0) δ

ε

)
g2 = 0.

(3.245)

Используя соотношения (3.244), мы убеждаемся, что если точка z = 0 явля-

ется нулем многочлена g2(z), то она же является нулем многочленов g1(z) и

g2(z). В такой ситуации многочлен G(s, z) будет приводимым в кольце C[s, z].

Наша задача состоит в нахождении всех неприводимых алгебраических инва-

риантов G(s, z), поэтому положим

g2(z) = zN−1 +B1z
N−2 + . . .+BN−1, N ∈ N \ {1}, (3.246)

где BN−1 ̸= 0. Степень многочлена g2(z) равна N − 1. Действительно, пред-

полагая противное, мы видим, что степень многочлена g0(z) отлична от N и,

следовательно, степень многочлена G(s, z) относительно переменной z также
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отлична от N . Подставляя представление (3.246) в уравнение (3.245) и прирав-

нивая нулю коэффициенты при zN и z0, мы получаем следующие необходимые

условия существования полиномиальных решений:

2A0 + ε(2N − 3) = 0, (ε− A0)
(
4δ − 2ε2A0 + εA2

0

)
BN−1 = 0. (3.247)

Вспоминая ограничение BN−1 ̸= 0, мы решаем систему (3.247). В результате,

находим

A0 = −ε
(
N − 3

2

)
, δ = −(2N − 3)(2N + 1)ε3

16
. (3.248)

Также несложно вывести рекуррентное соотношение для коэффициентов мно-

гочлена g2(z). Оно принимает вид

(N − k − 1)(2k + 1)BN−k−1 + 8(k + 1)ε2BN−k−2 = 0, k ∈ Z, (3.249)

где B0 = 1 и Bk = 0 при k ≥ N и k < 0. Анализируя это рекуррентное

соотношение, мы делаем вывод, что дифференциальное уравнение (3.245)

имеет единственное полиномиальные решение при выполнении условий (3.248)

и фиксированном N ∈ N. С помощью рекуррентного соотношения (3.249), мы

находим явную формулу

Bk =
(−1)k(N + k − 1)!(2k − 1)!!ε2k

8kk!(N − k − 1)!
, (3.250)

где без ограничения общности мы положили B0 = 1. Используя локальный

анализ в соотношениях (3.244) и дифференциальном уравнении (3.245), мы

видим, что многочлены g0(z), g1(z) и g2(z) не имеют совпадающих нулей.

Неприводимость многочленов G(s, z) = g2(z)s
2 + g1(z)s + g0(z) следует из

их разложений на множители в кольце C∞{z}[s] и отсутствия общих нулей

у многочленов g0(z), g1(z) и g2(z). Возвращаясь к переменным x и y, мы

получаем неприводимые алгебраические инварианты

F (x, y) = g2(z)x2 + g1(z)x+ g0(z), z = y + x2

−εx− (2N − 3)(2N + 1)ε2

16

(3.251)
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системы Гельмгольца – ван дер Поля (3.230) при ζ = 2 и α = 0. Для каждого

N ∈ N\{1} соответствующий неприводимый алгебраический инвариант имеет

степень 2N − 1. При этом собственное значение представляется в виде

λ(x, y) = −2x− ε

(
N − 3

2

)
. (3.252)

Напомним, что случай N = 1 мы рассмотрели отдельно. Согласно Теореме

3.4 изучаемая система не может иметь более двух различных неприводимых

алгебраических инвариантов одновременно. Данные Таблицы 3.2 говорят о

том, что при σ = −ε2 и δ = −(2N − 3)(2N + 1)ε3/16 существуют ровно два

различных неприводимых инварианта. При других значениях параметров –

число различных неприводимых инвариантов не превосходит единицы. На

этом мы заканчиваем доказательство теоремы.

Следствие 1. Проблема Пуанкаре в классической постановке неразреши-

ма для уравнения Гельмгольца – ван дер Поля и соответствующей системы

Гельмгольца – ван дер Поля. Классическая постановка проблемы Пуанкаре

описана в Разделе 1.5.

Замечание 1. Если N = 1, то выражение (3.251) определяет неприводи-

мый алгебраический инвариант системы (3.230) при ζ = 2 и α = 0. Однако

этот инвариант является частным случаем следующего алгебраического ин-

варианта:

F (x, y) = y +
ε

2
x+

1

8
(ε2 + 4σ). (3.253)

Таким образом, осцилляторы Гельмгольца – ван дер Поля (3.230) являют-

ся примером семейства систем дифференциальных уравнений, для которых

верхняя оценка степеней неприводимых алгебраических инвариантов зависит

от коэффициентов системы. Осцилляторы Гельмгольца – ван дер Поля, по-

видимому, являются первым примером в научной литературе физических (не

искусственно построенных) семейств дифференциальных уравнений с этим

свойством.
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Перейдем к изучению интегрируемости по Лиувиллю системы Гельмголь-

ца – ван дер Поля (3.230).

Теорема 3.22. Необходимым и достаточным условием интегрируемости

по Лиувиллю системы Гельмгольца – ван дер Поля (3.230) при ζ = 2 и α = 0

является ограничение (σ, δ) = − (ε2, (2N − 3)(2N + 1)ε3/16), где N ∈ N.

Доказательство. Воспользуемся результатами Теорем 3.10 и 3.21. Мы видим,

что исследуемые системы имеют два различных неприводимых алгебраиче-

ских инварианта тогда и только тогда, когда σ = −ε2, δ = −(2N − 3)(2N +

1)ε3/16 и N ∈ N. Эти инварианты и их собственные значения принимают вид

F1(x, y) = y + x2 − εx− (2N − 3)(2N + 1)ε2

16
, λ1(x, y) = −ε;

F2(x, y) = g2(z)x2 + g1(z)x+ g0(z), λ2(x, y) = −2x− ε

(
N − 3

2

)
,

z = y + x2 − εx− (2N − 3)(2N + 1)ε2

16
.

(3.254)

Все обозначения объяснены в Теореме 3.21. Символом X(x,y) обозначим век-

торное поле

X(x,y) = y
∂

∂x
− (2xy + σx+ δ)

∂

∂y
, (3.255)

соответствующее системе (3.232). Дивергенция векторного поля X(x,y) равна

divX(x,y) = −2x. Анализируя уравнение

d1ε+ d2

[
2x+ ε

(
N − 3

2

)]
= −2x, (3.256)

находим d1 = N − 3/2 и d2 = −1. Следовательно, функция

M(x, y) =
F

N− 3
2

1 (x, y)

F2(x, y)
(3.257)

представляет собой интегрирующий множитель Дарбу системы (3.232). Со-

гласно Теореме 3.10 других интегрируемых по Лиувиллю подсистем изучаемая

система не имеет.
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Вычисляя криволинейный интеграл

I(x, y) =

∫ (x,y)

(x0,y0)

M(x, y)
[
ydy +

(
2xy + εx2 − ε2x

−(2N − 3)(2N + 1)ε3

16

)
dx

]
,

(3.258)

где функция M(x, y) задается равенством (3.257), можно получить первые

интегралы Лиувилля. Явные представления этих первых интегралов являют-

ся достаточно громоздкими. Мы не будем приводить их для всех значений

параметра N . Если N = 1, то соответствующий первый интеграл задан вы-

раженнием (3.73), где необходимо положить

v(x) = −ε
2
x− 1

8
(ε2 + σ), β = − 4

ε2
, k = 2, l = 1. (3.259)

В случае N = 3 первый интеграл имеет вид

I(x, y) =
4z − 6ε

√
z + 3ε2

4z + 6ε
√
z + 3ε2

exp

[
4
√
z

ε
− 2arctanh(Z)

]
,

Z =
(48ε− 64x) z2 − 12ε2 (5ε− 4x) z + 9ε4 (7ε− 4x)

64z5/2
.

(3.260)

В этом выражении введено обозначение z = x2 − εx+ y − 21ε2/16.

Из Теоремы 3.21 следует, что система Гельмгольца – ван дер Поля (3.232)

при σ = −ε2 имеет неприводимый алгебраический инвариант с постоянным

собственным значением. Этот инвариант принимает вид

y + x2 − εx+
δ

ε
= 0, y = xt, λ = −ε. (3.261)

В результате, по этому инварианту мы можем построить неавтономный пер-

вый интеграл Дарбу

I(x, y, t) =

[
xt + x2 − εx+

δ

ε

]
exp(εt). (3.262)

Равенство I(x, y, t) = C0, рассматриваемое как обыкновенное дифферен-

циальное уравнение, представляет собой уравнение Риккати. Подстановка
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x(t) = ψt(t)/ψ(t) приводит изучаемое уравнение Риккати к линейному обык-

новенному дифференциальному уравнению второго порядка

ψtt − εψt +

(
δ

ε
− C0 exp[−εt]

)
ψ = 0. (3.263)

Интегрируя последнее уравнение, мы находим

ψ(t) = exp
[ε

2
t
]{

C1Iν

(
2
√
C0

ε
exp

[
−ε

2
t
])

+C2Kν

(
2
√
C0

ε
exp

[
−ε

2
t
])}

, ν =

√
1 − 4δ

ε3
,

(3.264)

где C1 и C2 – постоянные интегрирования, Iν(s) и Kν(s) – модифицированные

функции Бесселя первого и второго рода соответственно. Заметим, что общее

решение x(t) = ψt(t)/ψ(t) уравнения Гельмгольца – ван дер Поля (3.231),

где функция ψ(t) определяется равенством (3.264), получено как в интегри-

руемом, так и в неинтегрируемом по Лиувиллю случаях. Если параметр δ

выбран как указано Теореме 3.22, то в выражении (3.264) появляются модифи-

цированные функции Бесселя полуцелых порядков. Такие функции Бесселя

становятся элементарными. Таким образом, мы заключаем, что интегриру-

емые по Лиувиллю подсистемы имеют общие решения, выражаемые через

элементарные функции.

Исследуем существование неавтономных последних множителей Дарбу –

Якоби с зависящим от времени экспоненциальным множителем. В интегри-

руемых по Лиувиллю случаях (σ, δ) = − (ε2, (2N − 3)(2N + 1)ε3/16), где

N ∈ N, соответствующая система имеет семейство неавтономных последних

множителей Дарбу – Якоби вида (2.20) . Эти множители представляют собой

произведение автономного интегрирующего множителя Дарбу (3.257) и семей-

ства первых интегралов Iκ(x, y, t), где функция I(x, y, t) задана выражением

(3.262) и κ ∈ C.

Лемма 3.16. Система Гельмгольца – ван дер Поля (3.232) при выполнении

условия (σ, δ) ̸= − (ε2, (2N − 3)(2N + 1)ε3/16), где N ∈ N, имеет неавто-
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номный последний множитель Дарбу – Якоби вида (2.20) тогда и только

тогда, когда справедливо равенство

δ = − 1

16
(ε2 + 4σ)ε. (3.265)

Соответствующий неавтономный последний множитель Дарбу – Якоби

выглядит следующим образом:

M(x, y, t) =
exp

(
ε
2t
)

y + ε
2x+ 1

8(ε2 + 4σ)
. (3.266)

Доказательство этой леммы основано на результатах Леммы 3.7 и Теоре-

мы 3.21. Отметим, что последний множитель Дарбу – Якоби (3.266) порож-

дает лагранжиан

L(x, y, t) =

(
F (x, y) ln{8F (x, y)} −

{
y + x2 +

ε2

8
+
σ

2

})
. exp

[ε
2
t
]
, (3.267)

В этом выражении калибровочная функция опущена, а F (x, y) – это алгебра-

ический инвариант

F (x, y) = y +
ε

2
x+

1

8
(ε2 + 4σ). (3.268)

Лагранжиан (3.267) является нестандартным. Мы получили его явное пред-

ставление с помощью соотношений (2.28) и (2.29).

3.4 Система Дуффинга – ван дер Поля и ее обобщение

В этом разделе мы будем исследовать аналитические свойства обобщен-

ного уравнения Дуффинга – ван дер Поля

xtt + (ζx2 + βx+ α)xt + εx3 + ex2 + σx+ δ = 0, ε ̸= 0 (3.269)

и соответствующей дифференциальной системы Дуффинга – ван дер Поля.

Без ограничения общности положим ζ = 3 и e = 0. Классическое уравнение

Дуффинга – ван дер Поля можно получить из уравнения (3.269) подстановкой
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β = 0, e = 0 и δ = 0. Уравнение (3.269) имеет множество приложений в теории

колебаний и других областях науки [170]. Отметим связь уравнения (3.269) и

знаменитой системы ФитцХью – Нагумоvt = v − v3 − u+ σ0,

τut = v − β0u− α0.
(3.270)

Система (3.270) была предложена Р. ФитцХью (R. FitzHugh) [171] и Дж.

Нагумо (J. Nagumo) с соавторами [172] как одна из простейших моделей, опи-

сывающих возбуждение нейронов и распространение нервных импульсов по

аксону. Все параметры в системе (3.270) вещественнозначны. Их физический

смысл подробно описан в работах [171,172]. Исключая функцию u(t) из перво-

го уравнения системы (3.270) и подставляя результат во второе уравнение, мы

получаем уравнение Дуффинга – ван дер Поля. Фазовые портреты, предель-

ные циклы и другие качественные свойства траекторий уравнения (3.269) и

соответствующей системы активно изучаются в последние годы [118,123–125].

Проведем классификацию алгебраических инвариантов для обобщенной

системы Дуффинга –ван дер Поля с выбранной нормализацией

xt = y, yt = −(3x2 + βx+ α)y − (εx3 + σx+ δ), ε ̸= 0. (3.271)

Мы будем опираться на результаты Теоремы 3.2 и Леммы 3.2.

Теорема 3.23. Обобщенная система Дуффинга – ван дер Поля (3.271) имеет

девять различных неприводимых алгебраических инвариантов, которые при-

ведены в Таблице 3.3. Эти инварианты существуют при определенных огра-

ничениях на параметры системы. Степени неприводимых алгебраических

инвариантов ограничены числом 7. Не более двух различных неприводимых

алгебраических инвариантов может существовать одновременно.

Доказательство. Понижая порядок в системе (3.271), мы получаем следую-

щее обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка:

yyx + (3x2 + βx+ α)y + εx3 + σx+ δ = 0. (3.272)
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N Алгебраический инвариант Собственное Параметры

F (x, y) значение

1 y + ε
3x−

εβ
9 −3x2 − βx δ = εβ

27(ε− 3α),

+ε
3 − α σ = ε

9(3α− ε− β2)

2 y + x3 + (α− ε)x+ δ
ε −ε β = 0, σ = ε(α− ε)

3 y2 + (x2 + 4ε
3 )xy + ε

3x
4 + 4ε2

9 x
2 −3x2 − 8ε

3 α = 2ε, β = 0,

δ = 0, σ = 8ε2

9

4 y2 + (x2 − 4ε
3 )xy + ε

3x
4 − 8ε2

9 x
2 −3x2 α = −2ε

3 , β = 0,

+16
27ε

3 δ = 0, σ = −4ε2

3

5 y2 + (x3 + 28ε
27 x+ 160iε3/2

729 )y + ε
3x

4 −3x2 − 64ε
27 α = 46ε

27 , β = 0,

+8ε2

27 x
2 + 256iε5/2

2187 x− 80ε3

6561 δ = 32iε5/2

243 , σ = 52ε2

81

6 y2 + (x3 + 28ε
27 x−

160iε3/2

729 )y + ε
3x

4 −3x2 − 64ε
27 α = 46ε

27 , β = 0,

+8ε2

27 x
2 − 256iε5/2

2187 x− 80ε3

6561 δ = −32iε5/2

243 , σ = 52ε2

81

7 y3 + 2(x2 + 5ε
3 )xy2 + (x4 + 11ε

3 x
2 −3x2 − 25ε

6 α = 5ε
2 , β = 0,

+125ε2

36 )x2y + ε
3x

7 + 11ε2

9 x5 + 125ε3

108 x
3 δ = 0, σ = 25ε2

18

8 y3 + (2x2 + 15ε
7 )xy2 + (x4 + 52ε

21 x
2 −3x2 − 25ε

7 α = 40ε
21 , β = 0,

+75ε2

49 )x2y + ε
3x

7 + 314ε2

551 x
5 + 125ε3

343 x
3 δ = 0, σ = 125ε2

147

9 y3 + (2x2 − 85ε
27 )xy2 + (x6 − 76ε

27 x
4 −3x2 − 25ε

27 α = −20ε
27 , β = 0,

+1075ε2

729 x2 + 400000ε3

531441 )y + ε
3x

7 δ = 0, σ = −125ε2

81

−14ε2

9 x5 + 15875ε3

6561 x3 − 2000000ε4

1594323 x

Таблица 3.3: Неприводимые алгебраические инварианты обобщенной системы

Дуффинга – ван дер Поля (3.271).

Многоугольник Ньютона этого уравнение приведен на Рисунке 3.4. Доми-

нантные балансы, которые порождают степенные асимптотики в окрестности

точки x = ∞, определяются ребрами [Q3, Q4] и [Q2, Q3]. Ряды Пюизе из поля

C∞{x}, описанные в соотношении (3.14), для исследуемых систем принимают
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вид

[Q3, Q4] : y(1)∞ (x) = −x3 + (ε− α)x+ b3 +
+∞∑
l=4

blx
3−l;

[Q2, Q3] : y(2)∞ (x) = −ε
3
x+

εβ

9
+

+∞∑
l=2

alx
1−l.

(3.273)

Семейство рядов Пюизе y(1)∞ (x) имеет произвольный коэффициент b3 и суще-

ствует при выполнении условия β = 0. Коэффициенты ряда Пюизе y(2)∞ (x)

определяются единственным образом. Отметим, что из соображений удоб-

ства для коэффициентов ряда y(2)∞ (x) мы используем обозначения, отличные

от обозначений Теоремы 3.2. Разложения на множители в кольце C∞{x}[y]

неприводимых алгебраических инвариантов, а также собственные значения

инвариантов принимают вид

F (x, y) =

{
N−k∏
j=1

{
y + x3 − (ε− α)x− b

(j)
3 −

+∞∑
l=4

b
(j)
l x3−l

}

×

{
y +

ε

3
x− εβ

9
−

+∞∑
l=2

alx
1−l

}k


+

,

(3.274)

λ(x, y) = −3kx2 −Nβx− εN +

(
4ε

3
− α

)
k, (3.275)

где k = 0 или k = 1, N ∈ N. Если β ̸= 0, то из Теоремы 3.2 следует, что

рассматриваемая система имеет только один неприводимый алгебраический

инвариант

F (x, y) = y +
ε

3
x− εβ

9
, λ(x, y) = −3x2 − βx+

(ε
3
− α

)
, (3.276)

существующий при обрыве ряда y
(2)
∞ (x) на мономе с нулевым показателем

степени. Анализируя это требование, получаем следующие ограничения на

параметры:

δ =
εβ

27
(ε− 3α), σ =

ε

9
(3α− ε− β2). (3.277)
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Рис. 3.5: Многоугольник Ньютона уравнения (3.272) при условии δε ̸= 0.

Далее положим β = 0. Если k = 0 в представлении (3.274), то согласно Лем-

ме 3.2 необходимо положить N = 1. При этом неприводимый алгебраический

инвариант и его собственное значение принимают вид

F (x, y) = y + x3 − (ε− α)x+
δ

ε
, λ(x, y) = −ε. (3.278)

В этом случае ряд y(1)∞ (x) обрывается на мономе с нулевым показателем сте-

пени. Это условие позволяет получить ограничение: σ = ε(α− ε).

Далее рассмотрим случай k = 1 и N > 1. Вычисляем первые несколько

коэффициентов рядов Пюизе (3.273) и используем Теорему 3.1. В результате,

приходим к алгебраической системе

al+1 +
N−1∑
j=1

b
(j)
l+3 = 0, l ∈ N. (3.279)

Для удобства вводим в рассмотрения симметрические многочлены

Cm =
{
b
(1)
3

}m

+ . . .+
{
b
(N−1)
3

}m

, m ∈ N. (3.280)

С помощью вычисления результантов и базиса Гребнера, мы решаем подси-

стему, состоящую из 12 уравнений: (3.279), где 1 ≤ l ≤ 12. Мы видим, что

N = 2 или N = 3. Также существуют решения с ненатуральными значениями

параметра N , которые мы отбрасываем. Достаточность проверяем подстанов-

кой соответствующих алгебраических инвариантов, их собственных значений
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и ограничений на параметры в уравнение

yFx − [(3x2 + βx+ α)y + εx3 + σx+ δ]Fy = λ(x, y)F. (3.281)

Полученные результаты собраны в Таблице 3.3. Согласно Теореме 3.4, иссле-

дуемая система имеет самое большее два различных неприводимых алгебраи-

ческих инварианта.

В заключение доказательства отметим, что степени неприводимых ал-

гебраических инвариантов обобщенной системы Дуффинга – ван дер Поля

(3.271) ограничены числом 7, а степени относительно переменной y ограниче-

ны числом 3.

Замечание 1. Существует обратимая замена переменных, которая пе-

реводит обобщенную систему Дуффинга – ван дер Поля (3.271) в систему,

имеющую неприводимые алгебраические инварианты степеней 0 или 3 отно-

сительно одной из переменных. Более детально эта замена описана в Разделе

3.1. Следовательно, для построения всех неприводимых алгебраических инва-

риантов можно также использовать метод неопределенных коэффициентов.

Инвариантные алгебраические кривые, соответствующие алгебраическим

инвариантам Таблицы 3.3, имеют нулевой род. Для построения алгебраически

инвариантных решений соответствующей системы мы можем использовать

алгоритм, разработанный в Разделе 1.6. В качестве примера приведем алгеб-

раически инвариантные решения для инвариантов, находящихся в строках с

номерами 3 и 4. Эти решения выглядят следующим образом:

α = 2ε, σ =
8ε2

9
: x(t) =

4
√

3ε exp
[
−2

3ε{t− t0}
]√

1 + 12 exp
[
−2

3ε{t− t0}
] ,

α = −2ε

3
, σ = −4ε2

3
: x(t) =

√
3ε
(
2 + exp

[
−2

3ε{t− t0}
])

3
√

1 + exp
[
−2

3ε{t− t0}
] ,

(3.282)

где t0 ∈ C – произвольный параметр. Далее перейдем к проблеме интегриру-

емости.
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Теорема 3.24. Обобщенная система Дуффинга – ван дер Поля (3.271) ин-

тегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда, когда параметры (α, β, δ,

σ) принимают вид (4ε/3, 0, 0, ε2/3).

Доказательство. Используя Теорему 3.10 и Замечание 1 к Теореме 3.10, мы

видим, что необходимым и достаточным условием интегрируемости по Ли-

увиллю обобщенной системы Дуффинга – ван дер Поля (3.271) является

существование двух различных неприводимых алгебраических инвариантов.

Анализируя данные Таблицы 3.3, заключаем что это условие выполняется

только в случае (α, β, δ, σ) = (4ε/3, 0, 0, ε2/3). Соответствующие алгебраи-

ческие инварианты и их собственные значения принимают вид

F1(x, y) = y + x3 +
ε

3
x, λ1(x, y) = −ε,

F2(x, y) = y +
ε

3
x, λ2(x, y) = −3x2 − ε.

(3.283)

Собственные значения удовлетворяют уравнению d1λ1(x, y) − λ2(x, y) = f(x),

где f(x) = 3x2 + 4ε/3, при d1 = −1/3. Следовательно, функция

M(x, y) =
1

(y + ε
3x)
(
y + x3 + ε

3x
)1/3 (3.284)

представляет собой интегрирующий множитель Дарбу. Из Теоремы 3.10 сле-

дует, что изучаемая система не имеет других интегрируемых по Лиувиллю

подсистем.

Первый интеграл Лиувилля определяется выражением (3.73), где необ-

ходимо положить

v(x) = −ε
3
x, β =

27

ε3
, k = 3, l = 1. (3.285)

Еще одно явное представление первого интеграла [155] было получено Т.

Стаховяком (T. Stachowiak). Отсутствие интегрируемости по Лиувилля в дру-

гих случаях является результатом автора диссертационной работы. Общее
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решение интегрируемой по Лиувиллю подсистемы выражается через эллип-

тические функции с экспоненциальным аргументом [173].

Исследуем существование неавтономных первых интегралов Дарбу и по-

следних множителей Дарбу – Якоби [159]. Единственный независимый неав-

тономный первый интеграл Дарбу имеет вид

I(x, y, t) =

(
y + x3 + (α− ε)x+

δ

ε

)
exp(εt) (3.286)

и существует при выполнении условий β = 0 и σ = ε(ε−ε). Этот факт следует

из Леммы 3.5. Неавтономный первый интеграл (3.286) был получен [174] в

работе Г. Гао (G. Gao) и З. Фенга (Z. Feng). Единственность, по-видимому,

установлена в настоящей диссертационной работе впервые.

Теорема 3.25. Пусть выполнено условие (α, β, δ, σ) ̸= (4ε/3, 0, 0, ε2/3).

Обобщенная система Дуффинга – ван дер Поля (3.271) имеет неавтоном-

ный последний множитель Дарбу – Якоби тогда и только тогда, когда

параметры системы удовлетворяют ограничениям из Таблицы 3.3 за ис-

ключением строки с номером k = 2. Неавтономные последние множители

Дарбу – Якоби выглядят следующим образом:

Mk(x, y, t) =
exp {(A0 + α)t}

F (k)(x, y)
, 1 ≤ k ≤ 9, k ̸= 2, (3.287)

где значения параметров α и A0 = λ(k)(0, y) также приведены в Таблице

3.3. Параметр k представляет собой номер строки в Таблице 3.3.

Эта теорема является следствием Леммы 3.7 и Теоремы 3.23. В интегри-

руемом по Лиувиллю случае, т.е. при (α, β, δ, σ) = (4ε/3, 0, 0, ε2/3), выра-

жение (3.287) также является неавтономным последним множителем Дарбу

– Якоби рассматриваемой системы. Однако, этот множитель не единственен.

Существует семейство последних множителей Дарбу – Якоби, которое мож-

но получить умножением множителя (3.284) на первый интеграл Iκ(x, y, t),
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где функция I(x, y, t) определяется соотношением (3.286) и κ ∈ C. Также

необходимо положить α = 4ε/3 и δ = 0.

Вспомним, что с помощью неавтономных последних множителей Дарбу –

Якоби можно построить лагранжианы рассматриваемой системы, см. Раздел

2.2. В явном виде приведем лагранжиан для случая k = 1. Остальные лагран-

жианы достаточно громоздкие. Множитель M1(x, y, t) позволяет получить

следующий Лагранжиан:

L1(x, y, t) =

{(
ln

(
y +

ε

3
x− εβ

9

)
− 1

)(
y +

ε

3
x− εβ

9

)
−x3 − β

2
x2 +

(ε
3
− α

)
x

}
exp

(ε
3
t
)
,

(3.288)

где калибровочная функция опущена. Этот лагранжиан является нестандарт-

ным.

3.5 Система Дуффинга и ее обобщение

В этом разделе мы рассмотрим первый пример полиномиальной диффе-

ренциальной системы Льенара (3.1) из семейства (C). Напомним, что системы

из этого семейства удовлетворяют условию deg g > 2 deg f + 1. Обыкновенное

дифференциальное уравнение

xtt + αxt + εxn + σx = 0, n ∈ N \ {1}, ε ̸= 0 (3.289)

называют обобщенным уравнение Дуффинга. Уравнению (3.289) соответству-

ет система Льенара степени n:

xt = y, yt = −αy − εxn − σx. (3.290)

Уравнение (3.289) и система (3.290) встречаются в самых разных приложе-

ниях, включая модели реакции-диффузии, механические системы с вязким

сопротивлением, оптические генераторы [170,175,176] и т. д. Уравнение (3.289)
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Алгебраический инвариант F (x, y) Собственное значение Параметры

y2 + 2ε
n+1x

n+1 + σx2 + C0 0 α = 0

Четные значения параметра n

y2 +
(
4α
5 x−

24α3

125ε

)
y + 2ε

3 x
3 −6α

5 σ = −6α2

25 ,

−8α2

25 x
2 + 24α4

625εx n = 2

y2 + 4α
n+3xy + 2ε

n+1x
n+1 + 4α2

(n+3)2x
2 −2(n+1)α

(n+3) σ = 2α2(n+1)
(n+3)2

Нечетные значения параметра n, n ̸= 1

y −
√

−2(n+1)ε

n+1 x
n+1
2 + 2α

n+3x −
√

−2(n+1)ε

2 x
n−1
2 − (n+1)α

n+3 σ = 2α2(n+1)
(n+3)2

y +

√
−2(n+1)ε

n+1 x
n+1
2 + 2α

n+3x

√
−2(n+1)ε

2 x
n−1
2 − (n+1)α

n+3

Таблица 3.4: Неприводимые алгебраические инварианты обобщенной системы

Дуффинга (3.290).

названо в честь немецкого инженера Г. Дуффинга (G. Duffing). Классическо-

му уравнению Дуффинга соответствует значение параметра n = 3. Подроб-

ный обзор прошлых и современных исследований, посвященных уравнению

Дуффинга, приведен в книге [175]. Проведем классификацию алгебраических

инвариантов системы (3.290).

Теорема 3.26. Обобщенная система Дуффинга (3.290) имеет неприводи-

мые алгебраические инварианты тогда и только тогда, когда α = 0 или

выполнено одно из следующий условий

n = 2, σ = ±6α2

25
,

n > 2, σ =
2α2(n+ 1)

(n+ 3)2
.

(3.291)

Степени неприводимых алгебраически инвариантов ограничены числом n+1.

Результаты приведены в Таблице 3.4.

Доказательство. Если α = 0, то мы можем умножить уравнение xtt + εxn +

σx = 0 на xt и проинтегрировать результат. В результате получим следующий
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Рис. 3.6: Многоугольник Ньютона уравнения (3.293) при выполнении условия

σε ̸= 0.

неприводимый алгебраический инвариант:

F (x, y) = y2 +
2ε

n+ 1
xn+1 + σx2 + C0, y = xt, (3.292)

где C0 ∈ C – произвольная постоянная. Собственное значение этого инва-

рианта равно нулю. Следовательно, инвариант определяет первый интеграл

соответствующей системы.

Рассмотрим случай α ̸= 0. Воспользуемся результатами Теоремы 3.6.

Уравнение (3.5) принимает вид

yyx + αy + εxn + σx = 0. (3.293)

Многоугольник Ньютона этого уравнения изображен на Рисунке 3.5. Анали-

зируя доминантные балансы, соответствующие всем вершинам и ребрам этого

многоугольника, мы заключаем, что только ребро [Q2, Q3] порождает ряды

Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющие уравнению (3.293). Укороченное

уравнение и его степенные решения выглядят следующим образом:

yyx + εxn = 0 : y(1,2)(x) = b
(1,2)
0 x

n+1
2 , b

(1,2)
0 = ±

√
−2(n+ 1)ε

n+ 1
. (3.294)

Мы видим, что случаи четных и нечетных значений параметра n должны

рассматриваться отдельно.
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Четные значения параметра n. Уравнению (3.293) удовлетворяют два

семейства рядов Пюизе из поля C∞{x}

y(1,2)∞ (x) =
+∞∑
k=0

b
(1,2)
k x

n+1
2 −k

2 . (3.295)

Подставляя эти ряды в уравнение (3.293), находим рекуррентное соотношение

для коэффициентов

(2{n+ 1} − k) b0bk = −
k−1∑
l=1

(n+ 1 − l)blbk−l − 2αbk−n+1 − 2σδk,2(n−1), (3.296)

где k ∈ N и δk,2(n−1) – символ Кронекера. Также мы предполагаем, что bl = 0,

если l < 0, и соответствующая сумма равна нулю при k = 1. Заметим, что

верхний индекс в соотношении (3.296) опущен. Вычислим первые несколько

нетривиальных коэффициентов bk, k > 0:

b
(1,2)
n−1 = − 2α

n+ 3
, b

(1,2)
2n−2 =

2(n+ 1)α2 − (n+ 3)2σ

(n+ 3)2b
(1,2)
0

. (3.297)

С помощью производной по Гато для баланса yyx + εxn, мы находим показа-

тель Ковалевской, который для каждого ряда равен l0 = n + 1. Из соотно-

шения (3.296) следует, что условие совместности выполняется автоматически

при n ≥ 6. Если n = 4, то непосредственными вычислениями убеждаем-

ся, что условие совместности также выполняется. В случае n = 2 условие

совместности выглядит следующим образом:

(6α2 − 25σ)(6α2 + 25σ) = 0. (3.298)

Следовательно, ряды Пюизе (3.295) всегда существуют при условии n ⩾ 4.

Если же n = 2, то ряды Пюизе (3.295) существуют лишь при выполнении

условия (3.298). Используя Теорему 3.6, разложим неприводимые алгебраи-

ческие инварианты F (x, y) на множители в кольце C∞{x}[y] . В результате

получим

F (x, y) =

{
N1∏
j=1

{
y − y

(1)
j,∞(x)

} N2∏
j=1

{
y − y

(2)
j,∞(x)

}}
+

, (3.299)
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где N1, N2 ∈ N ∪ {0}, N1 +N2 > 0. Каждый из рядов y(1,2)j,∞ (x) содержит про-

извольный коэффициент b(1,2)2(n+1), j. Эти коэффициенты с одинаковым верхним

индексом должны быть попрано различными. Далее запишем условие (3.7).

Оно принимает вид{
y
(1)
1,∞(x) + . . .+ y

(1)
N1,∞(x) + y

(2)
1,∞(x) + . . .+ y

(1)
N2,∞(x)

}
−

= 0. (3.300)

Вспомним, что n – четное число. Тогда моном x(n+1)/2 не принадлежит кольцу

C[x]. Приравнивая нулю коэффициент при мономе x(n+1)/2, находим N2 = N1.

В случае n = 2 также должно выполняться необходимое условие (3.298).

Если n = 2 и N1 = N2 = 1, то мы получаем следующие неприводимые

алгебраические инварианты:

σ = −6α2

25
: F1(x, y) = y2 +

(
4α

5
x− 24α3

125ε

)
y +

2ε

3
x3 − 8α2

25
x2 +

24α4

625ε
x,

σ =
6α2

25
: F2(x, y) = y2 +

4α

5
xy +

2ε

3
x3 +

4α2

25
x2.

(3.301)

Соответствующие собственные значения находим с помощью соотношения

(3.13). Они имеют вид λ1,2(x, y) = −6α/5.

В случае n ≥ 4 мы используем рекуррентную формулу (3.296) и вы-

ражения (3.297) для того, чтобы найти коэффициенты b
(1,2)
3n−3. В результате

имеем

b
(1,2)
3n−3 =

{(n+ 3)2σ − 2(n+ 1)α2}(n2 − 1)α

(n+ 3)2(n− 5)ε
. (3.302)

Мы видим, что эти коэффициенты не зависят от произвольных коэффициен-

тов b(1,2)2(n+1). Приравнивая нулю коэффициент при мономе x−n+2 в соотношении

(3.300), мы получаем необходимое условие существования неприводимых ал-

гебраических инвариантов. Это условие представляется в виде

2{(n+ 3)2σ − 2(n+ 1)α2}(n2 − 1)αN1

(n+ 3)2(n− 5)ε
= 0 (3.303)

и позволяет найти значения параметра σ, см. (3.291). При N1 = N2 = 1 мы
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находим неприводимый алгебраический инвариант

σ =
2(n+ 1)α2

(n+ 3)2
: F (x, y) = y2 +

4α

n+ 3
xy +

2ε

n+ 1
xn+1 +

4α2

(n+ 3)2
x2. (3.304)

С помощью соотношения (3.13) получаем его собственное значение, которое

равно λ(x, y) = −2(n+1)α/(n+3). Мы проверяем наши результаты подставкой

инвариантов и их собственных значений в линейное уравнение в частных

производных

yFx − (αy + εxn + σx)Fy = λ(x, y)F. (3.305)

Теперь установим, что не существует других неприводимых алгебраических

инвариантов. Введем в рассмотрение параметры β1, . . ., βN1
в соответствии

с правилом b
(l)
2(n+1),j = b

(l)
0 βj, l = 1, 2. Такая подстановка делает ряды Пюизе

y
(1)
j,∞(x) и y

(2)
j,∞(x) сопряженными. Согласно алгоритму метода рядов Пюизе,

описанному в Разделе 1.4, алгебраическая система, возникающая из усло-

вия (3.300), зависит от параметров βj, 1 ≤ j ≤ N1 посредством инвариантов

Ck =

N1∑
j=1

(βj)
k , k ∈ N. (3.306)

В силу существования алгебраических инвариантов (3.301) и (3.304), мы за-

ключаем, что справедливо уравнение

Ck = ηkN1, k ∈ N, (3.307)

где η ∈ C – некоторая постоянная. Если σ = 2(n + 1)α2/(n + 3)2, то эта

постоянная равна нулю. По Теореме 1.5 обобщенная система Дуффинга (3.290)

не может иметь других неприводимых алгебраических инвариантов.

Нечетные значения параметра n. Ряды Пюизе из поля C∞{x}, удовле-

творяющие уравнению (3.293), являются рядами Лорана и имеют вид

y(1,2)∞ (x) =
+∞∑
k=0

b
(1,2)
k x

n+1
2 −k. (3.308)
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Подставляя ряды (3.308) в уравнения (3.293), мы находим рекуррентное со-

отношение для коэффициентов

2 (n+ 1 − k) b0bk = −
k−1∑
l=1

(n+ 1 − 2l)blbk−l − 2αbk−n−1
2

− 2σδk,n−1, (3.309)

где k ∈ N и δk,n−1 – символ Кронекера. Опять предполагаем, что bl = 0 при

l < 0 и соответствующая сумма равна нулю, если k = 1. Верхний индекс в со-

отношении (3.309) опущен. Вычисляя первые нетривиальные коэффициенты

bk при k > 0, получаем

b
(1,2)
n−1
2

= − 2α

n+ 3
, b

(1,2)
n−1 =

2(n+ 1)α2 − (n+ 3)2σ

(n+ 3)2b
(1,2)
0

. (3.310)

Как и в случае четных значений параметра n, показатель Ковалевской для

всех рядов равен l0 = n + 1. Из соотношения (3.309) следует, что условие

совместности, обеспечивающее существование рядов Пюизе, автоматически

выполняется при n ≥ 7. Значения n = 3 и n = 5 рассмотрим отдельно. Если

n = 3, то условие совместности имеет вид σ = 2α2/9. При этом ряды Пюизе

выглядят следующим образом:

y(1,2)∞ (x) = ±
√
−2ε

2
x2 − α

3
x+

b
(1,2)
4

x2
+ . . . (3.311)

Ряд y
(l)
∞ (x) имеет произвольный коэффициент b

(l)
4 , l = 1, 2. Пусть b

(l)
4 = 0.

Тогда ряды обрываются на мономе с нулевым показателем степени и мы

получаем два неприводимых алгебраических инварианта

σ =
2α2

9
: F1(x, y) = y −

√
−2ε

2
x2 +

α

3
x,

F2(x, y) = y +

√
−2ε

2
x2 +

α

3
x.

(3.312)

Собственные значения этих инвариантов находим с помощью соотношения

(3.13). В результате, получаем

λ1(x, y) = −
√
−2εx− 2α

3
, λ2(x, y) =

√
−2εx− 2α

3
. (3.313)
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Если n = 5, то условие совместности, обеспечивающее существование рядов

Пюизе, принимает вид σ = 3α2/16. Соответствующие ряды

y(1,2)∞ (x) = ±
√
−3ε

3
x3 − α

4
x+

b
(1,2)
6

x3
+ . . . (3.314)

имеют произвольный коэффициент b(l)6 , l = 1, 2. Положим b
(l)
6 = 0. Тогда эти

ряды обрываются на мономе с нулевым показателем степени и мы получаем

два неприводимых алгебраических инварианта

σ =
3α2

16
: F1(x, y) = y −

√
−3ε

3
x3 +

α

4
x,

F2(x, y) = y +

√
−3ε

3
x3 +

α

4
x.

(3.315)

Собственные значения инвариантов опять вычисляем, используя соотношение

(3.13):

λ1(x, y) = −
√
−3εx2 − 3α

4
, λ2(x, y) =

√
−3εx2 − 3α

4
. (3.316)

Если выполнено неравенство n ≥ 7, то ряды Пюизе y(1,2)∞ (x) всегда существуют.

С помощью соотношений (3.309) и (3.310) находим коэффициент b
(1,2)
3n−3

2

. Он

равен

b
(1,2)
3n−3

2

=
{(n+ 3)2σ − 2(n+ 1)α2}(n2 − 1)α

(n+ 3)2(n− 5)ε
. (3.317)

Разложение на множители в кольце C∞{x}[y] неприводимых алгебраических

инвариантов F (x, y) определяется равенством (3.299), где N1, N2 ∈ N ∪ {0},

N1 +N2 > 0 и ряды Пюизе y(1,2)j,∞ (x) имеют вид (3.308). Ряд y(l)j,∞(x) содержит

произвольный коэффициент b(l)n+1, j, l = 1, 2. Коэффициенты
{
b
(l)
n+1, j

}
с раз-

личным нижним индексом j и одинаковым верхним индексом должны быть

попарно различными. Условие (3.300) позволяет получить уравнение

{(n+ 3)2σ − 2(n+ 1)α2}(n2 − 1)α

(n+ 3)2(n− 5)ε
(N1 +N2) = 0. (3.318)

Решая это уравнения, находим значения параметра σ как указано в формуле

(3.291). Полагая произвольные коэффициенты нулями, мы видим, что ряды
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Пюизе y(1,2)j,∞ (x) обрываются на мономе с нулевым показателем степени. Мы

находим неприводимые алгебраические инварианты

σ =
2(n+ 1)α2

(n+ 3)2
: F1(x, y) = y −

√
−2(n+ 1)ε

n+ 1
x

n+1
2 +

2α

n+ 3
x,

F2(x, y) = y +

√
−2(n+ 1)ε

n+ 1
x

n+1
2 +

2α

n+ 3
x.

(3.319)

и их собственные значения

λ1(x, y) = −
√

−2(n+ 1)ε

2
x

n−1
2 − (n+ 1)α

n+ 3
,

λ2(x, y) =

√
−2(n+ 1)ε

2
x

n−1
2 − (n+ 1)α

n+ 3
.

(3.320)

Отметим, что неприводимые алгебраические инварианты и соответствующие

им собственные значения в случаях n = 3 и n = 5 также описываются общими

формулами (3.319) и (3.320) соответственно. Отсутствие других неприводи-

мых алгебраических инвариантов можно обосновать также, как и при четных

значениях параметра n.

Замечание 1. Еще один способ доказательства единственности неприво-

димых алгебраических инвариантов состоит в использовании общих резуль-

татов Раздела 3.2.3. Если n – четное число, то соответствующая обобщенная

система Дуффинга (3.290) имеет не более одного неприводимого алгебраиче-

ского инварианта по Следствию 1 к Теореме 3.17. Если n – нечетное число,

то существование не более двух различных неприводимых алгебраических

инвариантов следует из Следствия 1 к Теореме 3.18. Действительно, далее

мы покажем, что соответствующая обобщенная система Дуффинга (3.290)

интегрируема по Лиувиллю.

Предположим, что все параметры обобщенной системы Дуффинга (3.290)

вещественнозначны. В этом случае неприводимые в кольце C[x, y] алгебраи-

ческие инварианты при нечетных значениях параметра n содержат комплекс-

нозначные коэффициенты, если ε > 0. Мы можем построить алгебраиче-

ский инвариант с вещественнозначными коэффициентами, умножая F1(x, y)
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на F2(x, y). Получающийся инвариант принимает вид (3.304). Он неприво-

дим в кольце R[x, y] и имеет постоянное собственное значение λ(x, y) =

−2(n+ 1)α/(n+ 3).

Перейдем к изучению проблемы интегрируемости по Лиувиллю.

Теорема 3.27. Обобщенная система Дуффинга (3.290) интегрируема по

Лиувиллю тогда и только тогда, когда α = 0 или параметр σ принимает

вид (3.291).

Доказательство. Обобщенная система Дуффинга (3.290) при α = 0 является

гамильтоновой с полиномиальным первым интегралом (3.292). Пусть α ̸= 0 и

выполнено соотношение (3.291). Тогда система (3.290) имеет алгебраические

инварианты такие, что их собственные значения удовлетворяют условию (2.6).

Следовательно, мы находим интегрирующие множители Дарбу

n = 2, σ = −6α2

25
:

M(x, y) =

{
y2 +

(
4α

5
x− 24α3

125ε

)
y +

2ε

3
x3 − 8α2

25
x2 +

24α4

625ε
x

}− 5
6

,

n ≥ 2, σ =
2α2(n+ 1)

(n+ 3)2
:

M(x, y) =

{
y2 +

4α

n+ 3
xy +

2ε

n+ 1
xn+1 +

4α2

(n+ 3)2
x2
}− n+3

2(n+1)

.

(3.321)

Отсутствие первых интегралов Лиувилля в других случаях следует из Теоре-

мы 3.8.

Первые интегралы Лиувилля выражаются через гипергеометрическую

функцию. Явное выражение задается соотношением (3.216), где необходимо

положить l = 1, k = n+ 1 и

n = 2, σ = −6α2

25
: w(x) =

4α

5

(
x− 6α2

25ε

)
, β =

125ε

96α3
,

n ≥ 2, σ =
2α2(n+ 1)

(n+ 3)2
: w(x) =

4α

n+ 3
x, β =

2ε(n+ 3)n+1

(n+ 1)(4α)n+1
.

(3.322)
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Первые интегралы при σ = 2α2(n+1)/(n+3)2 были получены в работе [155] Т.

Стаховяком (T. Stachowiak). При σ = −6α2/25 первый интеграл, по-видимому,

построен впервые. Отсутствие интегрируемости по Лиувилля при остальных

значениях параметров является еще одним новым результатом.

Теорема 3.28. Общее решение обобщенной системы Дуффинга (3.290) при

выполнении условий σ = 2α2(n + 1)/(n + 3)2 и n ≥ 2 может быть пред-

ставлено в виде x(t) = h(t)X(f(t)), где функции h(t) и f(t) определяются

соотношениями

h(t) = exp

[
− 2αt

n+ 3

]
, f(t) = − n+ 3

α(n− 1)
exp

[
−(n− 1)αt

n+ 3

]
, (3.323)

а функция X(s) удовлетворяет автономному обыкновенному дифференци-

альному уравнению первого порядка

X2
s +

2ε

n+ 1
Xn+1 − I0 = 0. (3.324)

Параметр I0 ∈ C является постоянной интегрирования.

Доказательство. Несложно убедиться, что алгебраические инварианты с по-

стоянным собственным значением порождают неавтономные первые инте-

гралы Дарбу. Для исследуемых обобщенных систем Дуффинга эти первые

интегралы имеют вид

I(x, y, t) =

{
y2 +

4α

n+ 3
xy +

2ε

n+ 1
xn+1 +

4α2

(n+ 3)2
x2
}

exp

[
2(n+ 1)αt

n+ 3

]
.

Полагая xt = y, рассмотрим следующее обыкновенное дифференциальное

уравнение первого порядка:

x2t +
4α

n+ 3
xxt +

2ε

n+ 1
xn+1 +

4α2

(n+ 3)2
x2 = I0, exp

[
−2(n+ 1)αt

n+ 3

]
, (3.325)

где I0 ∈ C – произвольная постоянная. Подставляя x(t) = h(t)X(f(t)) в

уравнение (3.325) и требуя, чтобы функция X(s) удовлетворяла автоном-

ному обыкновенному дифференциальному уравнению, мы получаем явные
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выражения для функций h(t) и f(t), как указано в формулах (3.323). Соответ-

ствующее автономное обыкновенное дифференциальное уравнение принимает

вид (3.324). Две независимы произвольные постоянные общего решения x(t)

определяются параметрами I0 и s0, где s0 возникает из инвариантности урав-

нения (3.324) относительно параллельного переноса s 7→ s− s0.

В случаях n = 2 и n = 3 дифференциальное уравнение (3.324) может

быть проинтегрировано в эллиптических функциях. Если n ≥ 4, то появляют-

ся гиперэллиптические интегралы, обращения которых позволяют выразить

общее решение через гиперэллиптические функции. Проблема обращения

гиперэллиптических интегралов рассматривалась В. М. Бухштабером с соав-

торами [177], а также В. З. Энольским с соавторами [178].

Общее решение обобщенной системы Дуффинга (3.290) в случае n = 2

и σ = 6α2/25 было найдено М. Дж. Абловицем [179] и соавторами (M. J.

Ablowitz et al.), см. также [180]. Если n = 2 и σ = −6α2/25, то соответ-

ствующее общее решение приведено Дж. Ки и соавторами (J. Qi et al.) [181].

Случай n = 3 и σ = 2α2/9 рассматривался С. Партасарати с соавторами (S.

Parthasarathy et al.) [182]. Интегрируемые обобщенные уравнения Дуффинга

(3.289) при n = 2 и n = 3 могут быть переведены точечными преобразова-

ниями в уравнения из классификации Пенлеве–Гамбье, имеющие свойство

Пенлеве. Список таких уравнений приводится, например, в книге [183].

3.6 Система Льенара пятой степени с линейной функ-

цией, описывающей трение

Наибольший интерес для приложений представляют полиномиальные

системы Льенара (3.1) из семейства (C) с наименьшими степенями многочле-

на g(x). К таким системам относятся системы четвертой и пятой степеней с

постоянной или линейной функцией, задающей трение. Также в эту группу
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попадает кубическая система с постоянным трением. Мы исследовали отме-

ченные выше системы. Все они за исключением системы при ограничениях

deg f(x) = 1 и deg g(x) = 5 имеют неприводимые алгебраические инвариан-

ты, степени которых относительно переменной y не превышают числа 2. Как

мы увидим ниже, в случае deg f(x) = 1 и deg g(x) = 5 для соответствую-

щей системы существуют неприводимые алгебраические инварианты степени

3 относительно переменной y. Отметим, что в некоторых научных статьях

ошибочно предполагается, что системы Льенара (3.1), удовлетворяющие усло-

вию deg g ̸= 2 deg f + 1, не могут иметь алгебраических инвариантов таких

степеней [127].

Дифференциальную систему Льенара при выполнении описанных выше

ограничений (deg f(x) = 1 и deg g(x) = 5) можно представить в виде

xt = y, yt = −(αx+ β)y − (εx5 + rx4 + νx3 + ex2 + σx+ δ), αε ̸= 0. (3.326)

Существует аффинная замена переменных вида x 7→ X(x + x0), y 7→ Y y,

T 7→ Tt, где XY T ≠ 0, связывающая систему (3.326) с ее более простым

представителем при α = 5, ε = −3, r = 0. Далее без ограничения общности

будем рассматривать систему

xt = y, yt = −(5x+ β)y + 3x5 − νx3 − ex2 − σx− δ, (3.327)

где все параметры принимают значения из поля C. Соответствующее системе

(3.327) обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка прини-

мает вид

xtt + (5x+ β)xt − 3x5 + νx3 + ex2 + σx+ δ = 0. (3.328)

Найдем все неприводимые алгебраические инварианты изучаемой системы.

Теорема 3.29. Система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функци-

ей, описывающей трение, имеет алгебраические инварианты тогда и только
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тогда, когда выполнены ограничения на параметры, указанные ниже. Соот-

ветствующие неприводимые алгебраические инварианты и их собственные

значения также приведены ниже.

Алгебраические инварианты первой степени относительно переменной y:

1. e = σ +
1

8
ν − 15

16
+

15

8
β +

1

16
ν2 − 1

8
β ν − 3

16
β2,

δ =
1

192
(3β − ν + 3)

(
ν2 − 6ν − 2βν + 6 β − 3β2 + 9 + 16σ

)
,

F (x, y) = y−x3+x2+
1

4
(β+ν−3)x+

1

3
σ+

1

48
(β+ν−3)(−3β+ν−3),

λ(x, y) = −3x2 − 3x+
1

4
(ν − 3β − 3);

2. e =
15

16
+

15

8
β − σ − 1

8
ν − 1

16
ν2 − 1

8
β ν +

3

16
β2,

δ =
1

192
(3β + ν − 3)

(
ν2 − 6ν + 2βν − 6 β − 3β2 + 9 + 16σ

)
,

F (x, y) = y+x3 +x2 +
1

4
(β− ν+ 3)x+

1

3
σ+

1

48
(β− ν+ 3)(3− 3β− ν),

λ(x, y) = 3x2 − 3x+
1

4
(3 − ν − 3β).

Алгебраические инварианты второй степени относительно переменной y:

3. e = 0, δ = 0, σ =
1

12
(9 − ν2), β = 0,

F (x, y) = y2 +
(

2x2 + 1 − ν

3

)
y− x6 +

1

2
(ν − 1)x4 − 1

12
(ν + 1) (ν − 3)x2

+
1

216
(ν + 3)(ν − 3)2, λ(x, y) = −6x;

4. e =
3

1024
β
(
512 − 5β2

)
, δ = − 3

262144
β3
(
β2 + 1280

)
,

σ =
3

65536
β2
(
2816 + 15β2

)
, ν =

15

128
β2 + 3,

F (x, y) = y2 +

(
2x2 +

1

2
βx− 5

128
β2

)
y − x6 +

(
15

256
β2 + 1

)
x4

− 1

512
β
(
5β2 − 256

)
x3 +

3

65536
β2
(
512 + 15β2

)
x2 − 1

131072
β3

×
(
1280 + 3β2

)
x+

5

16777216
β4
(
β2 + 1280

)
, λ(x, y) = −6x− 3

2
β.
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Алгебраические инварианты третьей степени относительно переменной y:

5. e =
28511847

62500
, δ = −94714508889

19531250
, σ = −8628822111

1562500
, ν =

133188

625
,

β =
91

5
, F (x, y) = y3 +

(
x3 + 3x2 − 24297

625
x− 15500849

62500

)
y2 +

(
2x5 − x6

+
73219

625
x4 +

4316949

31250
x3 − 11403548611

1562500
x2 − 7670383903

19531250
x

+
109912617846031

976562500

)
y−x9−x8+

96266

625
x7+

36191047

62500
x6−17544478133

1562500
x5

−812450830009

19531250
x4 +

138358719104879

390625000
x3 +

131625246607012067

97656250000
x2

−925725907851168424

152587890625
x− 356383541131462914069

61035156250000
,

λ(x, y) = 3x2 − 9x− 58422

625
;

6. e = −28511847

62500
, δ =

94714508889

19531250
, σ = −8628822111

1562500
, ν =

133188

625
,

β = −91

5
, F (x, y) = y3+

(
3x2 − x3 +

24297

625
x− 15500849

62500

)
y2−

(
x6 + 2x5

−73219

625
x4 +

4316949

31250
x3 +

11403548611

1562500
x2 − 7670383903

19531250
x

−109912617846031

976562500

)
y+x9−x8−96266

625
x7+

36191047

62500
x6+

17544478133

1562500
x5

−812450830009

19531250
x4 − 138358719104879

390625000
x3 +

131625246607012067

97656250000
x2

+
925725907851168424

152587890625
x− 356383541131462914069

61035156250000
,

λ(x, y) = −3x2 − 9x+
58422

625
.

Доказательство. Разложение на множители в кольце C∞{x}[y] неприводи-

мых алгебраических инвариантов F (x, y) системы (3.327) получено в Теореме

3.6. Многоугольник Ньютона обыкновенного дифференциального уравнения

yyx + (5x+ β)y − 3x5 + νx3 + ex2 + σx+ δ = 0 (3.329)
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Рис. 3.7: Многоугольник Ньютона уравнения (3.329) при ограничении δ ̸= 0.

приведен на Рисунке 3.6. Ряды Пюизе Теоремы 3.6 принимают вид

y(1)∞ (x) = x3 − x2 +
1

4
(3 − β − ν)x+

+∞∑
l=3

b
(1)
l x3−l;

y(2)∞ (x) = −x3 − x2 +
1

4
(ν − β − 3)x+

+∞∑
l=3

b
(2)
l x3−l.

(3.330)

Ряд Пюизе y(l)∞ (x) имеет единственный произвольный коэффициент b(l)6 , где

l = 1, 2. Построенные ряды существуют при выполнении условий

y(1)∞ (x) : δ =
3

160
β3 +

(
1

80
ν − 15

16

)
β2 +

(
123

32
− 21

80
ν − 1

160
ν2
)
β

+

(
2 − 1

10
β

)
σ +

(
7

20
β − 7

4
− 1

12
ν

)
e+

1

6
(ν − 3) (ν + 3) ;

y(2)∞ (x) : δ =
3

160
β3 +

(
15

16
− 1

80
ν

)
β2 +

(
123

32
− 21

80
ν − 1

160
ν2
)
β

−
(

2 +
1

10
β

)
σ −

(
7

4
+

1

12
ν +

7

20
β

)
e− 1

6
(ν − 3) (ν + 3)

(3.331)

и представляют собой семейства рядов. Предположим, что семейство y(l)∞ (x)

появляется в разложении неприводимого алгебраического инварианта F (x, y)

на множители в кольце C∞{x}[y] N1 раз, где l = 1, 2. Для различения про-

извольных коэффициентов введем нижний индекс j: b(l)6, j, где l = 1, 2. Если

N2 = 0, то из Теоремы 3.6 следует, что N1 = 1. Соответствующий неприво-

димый алгебраический инвариант существует, если семейство рядов y(1)∞ (x)
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обрывается на мономе с нулевым показателем степени. В результате мы по-

лучаем ограничение на параметры

e = σ − 3

16
β2 +

1

8
(15 − ν) β +

1

16
(ν + 5) (ν − 3) . (3.332)

Далее мы повторяем эти же рассуждения для случая N1 = 0. Этот подход

позволяет нам найти все неприводимые алгебраические инварианты, для ко-

торых выполнено N2 = 0, N1 > 0 или N2 = 0, N1 > 0.

Далее предположим, что справедливы неравенства N1 > 0 и N2 > 0. Вве-

дем в рассмотрение симметрические многочлены относительно произвольных

коэффициентов

C
(1)
k =

N1∑
j=1

(
b
(1)
6, j

)k
; C

(2)
k =

N1∑
j=1

(
b
(2)
6, j

)k
. (3.333)

Пользуясь результатами Теоремы 3.1, рассмотрим алгебраическую систему
N1∑
j=1

b
(1)
l, j +

N2∑
j=1

b
(2)
l, j = 0, l ≥ 4. (3.334)

Возьмем ее подсистему, состоящую из первых одиннадцати уравнений. Также

добавим к подсистеме условия существования обоих семейств рядов Пюизе.

Решая алгебраическую подсистему, получаем три возможности: N1 = N2,

N1 = 2N2 и N2 = 2N1. Если реализуется случай N1 = N2, то

C
(1)
1 = g1N1, C

(1)
2 = g21N1, C

(2)
1 = g2N2, C

(2)
2 = g22N2 (3.335)

и должны выполняться ограничения на параметры исходной системы, ука-

занные в пунктах 3 и 4 настоящей теоремы. Существуют два неприводимых

алгебраических инварианта F (x, y) при N1 = 1 и N2 = 1. Эти инварианты

также приведены в пунктах 3 и 4. Следовательно, справедливы условия

C
(1)
k = gk1N1, C

(2)
k = gk2N2, k ∈ N. (3.336)

Согласно Теореме 1.5, алгебраическая система (3.334) не имеет других реше-

ний, порождающих неприводимые алгебраические инварианты.
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Если N1 = 2N2, то мы находим C
(2)
1 = g2N2 и C

(2)
2 = g22N2. Действуя

как и в предыдущем случае, мы показываем, что из неприводимости искомых

алгебраических инвариантов следует равенство N2 = 1. Аналогично исследу-

ется случай N2 = 2N1. В выражениях (3.335) и (3.336) величины g1 и g2 или

являются постоянными, или зависят от параметров исходной системы и не

зависят от чисел N1 и N2.

Собственные значения алгебраических инвариантов могут быть найдены

с помощью соотношения (3.13).

Замечание 1. Система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функ-

цией, описывающей трение, имеет не более двух различных неприводимых

алгебраических инвариантов одновременно. Эти инварианты описываются

пунктами 1 и 2 и существуют при выполнении ограничений:

1. e =
3β

2
, δ = 0, σ =

3

16
β2, ν = 3;

2. e =
3

32
(16−β2)β, δ =

3

512
(β2−16)β3, σ = − 3

256
(3β2+16)β2, ν =

3

4
β2+3.

В явном виде приведем соответствующие инварианты:

1. F1(x, y) = y − x3 + x2 +
β

4
x, F2(x, y) = y + x3 + x2 +

β

4
x;

2. F1(x, y) = y − x3 + x2 +
1

16
(3β + 4)x− 1

32
(β + 4)β2,

F2(x, y) = y + x3 + x2 +
1

16
(4 − 3β)x+

1

32
(β − 4)β2.

Отметим, что построение алгебраических инвариантов пунктов 5 и 6 мето-

дами, отличными от метода рядов Пюизе, является сложной вычислительной

задачей даже с использованием систем символьных вычислений.

Теорема 3.30. Система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функ-

цией, описывающей трение, интегрируема по Лиувиллю тогда и только

тогда, когда параметры (β, δ, σ, e) принимают вид (0, 0, (9 − ν2)/12, 0).

246



Доказательство. Используя Теорему 3.18, мы заключаем, что интегрируе-

мая по Лиувиллю система (3.327) необходимо должна иметь алгебраические

инварианты, разложения на множители которых в кольце C∞{x}[y] содержат

ряды Пюизе каждого из семейств y(l)∞ (x), где l = 1, 2. Пользуясь еще одним

необходимым условием Теоремы 3.18, которое задается формулой (3.205), на-

ходим значение параметра β: β = 0. Предположим, что исследуемая система

имеет только один неприводимый алгебраический инвариант. Из Теоремы

3.18 и предыдущих рассуждений следует, что N1 = N2. Соответственно, нас

будут интересовать только неприводимые алгебраические инварианты четной

степени относительно переменной y. Такие инварианты приведены в пунктах

3 и 4 Теоремы 3.29. Анализируя эти алгебраические инварианты, мы видим,

что только инвариант пункта 3 удовлетворяет условию β = 0. Этот инвариант

порождает следующий интегрирующий множитель Дарбу:

M(x, y) =

(
y2 +

(
2x2 + 1 − ν

3

)
y − x6 +

1

2
(ν − 1)x4

− 1

12
(ν + 1) (ν − 3)x2 +

1

216
(ν + 3)(ν − 3)2

)− 5
6

(3.337)

Требуя чтобы в условиях пункта 4 выполнялось также β = 0, мы приходим к

подсистеме системы (3.327), соответствующей значениям параметра пункта 3

с дополнительным ограничением.

Далее предположим, что изучаемая система одновременно имеет два

различных неприводимых алгебраических инварианта. С помощью Замечания

1 к Теореме 3.29 и условия β = 0 можно заключить, что новые интегрируемые

подсистемы не существуют.

Найдем первый интеграл Лиувилля, соответствующий интегрирующему

множителю (3.337). Этот первый интеграл задан выражением (3.216), где

необходимо положить

l = 1, k = 3, β = −1

8
, w(x) = 2x2 + 1 − ν

3
. (3.338)
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Лемма 3.17. Система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функ-

цией, описывающей трение, имеет неавтономный последний множитель

Дарбу – Якоби тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих

ограничений:

1. e =
3β

2
, δ = 0, σ =

3

16
β2, ν = 3;

2. e =
3

32
(16−β2)β, δ =

3

512
(β2−16)β3, σ = − 3

256
(3β2+16)β2, ν =

3

4
β2+3;

3. e =
3

1024
β
(
512 − 5β2

)
, δ = − 3

262144
β3
(
β2 + 1280

)
,

σ =
3

65536
β2
(
2816 + 15β2

)
, ν =

15

128
β2 + 3.

Соответствующие последние множители Дарбу – Якоби принимают вид

1. M(x, y, t) = exp

[
−β

4
t

](
y − x3 + x2 +

β

4
x

)− 5
6
(
y + x3 + x2 +

β

4
x

)− 5
6

;

2. M(x, y, t) = exp

[
−β

4
t

](
y − x3 + x2 +

1

16
(3β + 4)x− 1

32
(β + 4)β2

)− 5
6

×
(
y + x3 + x2 +

1

16
(4 − 3β)x+

1

32
(β − 4)β2

)− 5
6

;

3. M(x, y, t) = exp

[
−β

4
t

](
y2 +

(
2x2 +

1

2
βx− 5

128
β2

)
y − x6

+

(
15

256
β2 + 1

)
x4 − 1

512
β
(
5β2 − 256

)
x3 +

3

65536
β2
(
512 + 15β2

)
x2

− 1

131072
β3
(
1280 + 3β2

)
x+

5

16777216
β4
(
β2 + 1280

))− 5
6

.

Эта лемма может быть доказана непосредственными вычислениями с

использованием общих результатов Теоремы 3.29 и Леммы 3.15.
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3.7 Система Льенара четвертой степени с квадратичной

функцией, описывающей трение

В этом разделе мы покажем, что необходимые и достаточные условия ин-

тегрируемости по Лиувиллю, полученные в Разделе 3.2, могут использоваться

для классификации интегрируемых подсемейств полиномиальных систем Лье-

нара без предварительной классификации инвариантов. В качестве примера

рассмотрим систему Льенара (3.1) при ограничениях deg f = 2 и deg g = 4:

xt = y, yt = −(ζx2 + βx+ α)y − (εx4 + ξx3 + ex2 + σx+ δ), ζε ̸= 0. (3.339)

Используя преобразования поворота, подобия и параллельного переноса, мы

можем без ограничения общности положить ζ = 3, ε = −3 и β = 0. Далее

будем работать с системой

xt = y, yt = −(3x2 + α)y + 3x4 − ξx3 − ex2 − σx− δ, ζε ̸= 0, (3.340)

где все параметры предполагаются комплекснозначными. Соответствующее

обыкновенное дифференциальное уравнение Льенара принимает вид

xtt + (3x2 + α)xt − 3x4 + ξx3 + ex2 + σx+ δ = 0. (3.341)

Множество всех неприводимых алгебраических инвариантов системы (3.340)

содержит более 25 элементов. В явном виде приведем неприводимый алгеб-

раический инвариант наибольшей степени. Этот инвариант и его собственное
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значение выглядят следующим образом:

F (x, y) = y4 +

(
3x3 +

7

2
x2 − 2775

4
x− 8755

8

)
y3 +

2x+ 3

64

×
(
96x5 + 48x4 − 45840x3 − 46760x2 + 5583550x+ 8939175

)
y2

+
(2x+ 3)2

512
(2x− 33)

(
64x6 + 960x5 − 34320x4 − 543200x3

+4392700x2 + 80253500x+ 116606625
)
y − (2x+ 3)3

2048

×
(
4x2 + 120x− 2565

) (
64x6 + 960x5 − 34320x4 − 543200x3

+4392700x2 + 80253500x+ 116606625
)
,

λ(x, y) = −3x2 + 7x+
2805

4
.

(3.342)

Алгебраический инвариант (3.342) имеет степень 4 относительно переменной

y и существует при выполнении ограничений

α = −1395

4
, ξ = −137, σ =

112905

4
, δ =

654075

16
, e = 450 (3.343)

на параметры исходной системы. В научной литературе встречаются ошибоч-

ные утверждения о том, что система Льенара (3.340) не может иметь непри-

водимых алгебраических инвариантов таких степеней [127]. Можно доказать,

что степени неприводимых алгебраических инвариантов системы (3.340) огра-

ничены сверху числом 11 и эта оценка является точной. Отметим, что инва-

риант (3.342) непросто построить методом неопределенных коэффициентов

или методом Лагутинского. Мы заключаем, что метод рядов Пюизе позво-

ляет выполнять сложные вычисления, а также находить решение проблемы

Пуанкаре для многопараметрических дифференциальных систем, имеющих

неприводимые алгебраические инварианты высоких степеней. Далее решим

проблему интегрируемости по Лиувиллю для системы (3.340).

Теорема 3.31. Система Льенара четвертой степени (3.340) с квадратич-

ной функцией, описывающей трение, интегрируема по Лиувиллю тогда и
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только тогда, когда выполнено одно из условий

I : (α, ξ, δ, σ, e) =

(
−25

12
,−7,

125

432
,−25

36
,−5

)
;

II : (α, ξ, δ, σ, e) =

(
−61

12
,−7,

3905

432
,
623

36
, 4

)
.

(3.344)

Соответствующие интегрирующие множители Дарбу принимают вид

I : M(x, y) =
1(

y + x3 + 3
2x

2 + 5
12x−

25
216

) 2
3
(
y − x2 − 5

3x−
25
36

) ;

II : M(x, y) =

(
y + x3 + 3

2x
2 − 31

12x−
781
216

) 1
3

y2 + (6x+5)(6x−13)(6x+11)y
216 − (6x−13)(6x+11)

2
(6x+5)

2

7776

.

(3.345)

Доказательство. Воспользуемся результатами Теорем 3.2 и 3.10. Ряды Пю-

изе из поля C∞{x}, представленные в соотношении (3.14), в случае системы

(3.340) выглядят следующим образом:

y(1)∞ (x) = −x3 − 3

2
x2 +

(
ξ − α +

9

2

)
x+ b3 +

+∞∑
l=1

bl+3x
−l;

y(2)∞ (x) = x2 − 1

3
(ξ + 2)x+

1

3
(ξ + 2 − α− e) +

+∞∑
l=1

al+2x
−l.

(3.346)

Ряд Пюизе y(1)∞ (x) имеет единственный произвольный коэффициент b3 и су-

ществует при выполнении условия e = 3(27 + 6ξ − 4α)/4. Коэффициенты

ряда Пюизе y(2)∞ (x) определяются единственным образом. Отметим, что для

коэффициентов ряда y(2)∞ (x) мы используем обозначения, отличные от обозна-

чений Теоремы 3.2. Ряд y(1)∞ (x) обрывается на мономе с нулевым показателем

степени при выполнении условия

δ =
1

24
(2ξ + 9)(18α + 4ξα− 4σ − 4ξ2 − 36ξ − 81). (3.347)

Мы заключаем, что система (3.340) имеет неприводимый алгебраический

инвариант F1(x, y) Теоремы 3.10, если e = 3(27 + 6ξ − 4α)/4 и параметр δ

определяется равенством (3.347). Этот инвариант и его собственное значение
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представляются в виде

F1(x, y) = y + x3 +
3

2
x2 −

(
ξ − α +

9

2

)
x− 1

3
(σ + ξ2 − ξα)

−1

4
(27 + 12ξ − 6α), λ1(x, y) = 3x− ξ − 9

2
.

(3.348)

Условие (3.59) дает следующее ограничение: ξ = −7. Далее с помощью Теоре-

мы 3.1 будем искать неприводимый алгебраический инвариант, который су-

ществует одновременной с инвариантом (3.348) и задан соотношением (3.12),

где k = 1 и N ∈ N. В результате мы находим значения параметров, как

представлено в выражении (3.344). Соответствующий инвариант принимает

вид

(I) : F2(x, y) = y − x2 − 5

3
x− 25

36
, λ2(x, y) = −3x2 − 2x+

5

12
;

(II) : F2(x, y) = y2 +
(6x+ 5) (6x− 13) (6x+ 11) y

216
− (6x− 13)

7776

× (6x+ 11)2 (6x+ 5)2 , λ2(x, y) = −3x2 + x+
71

12
.

(3.349)

Используя формулу (3.60), мы получаем явные представления интегрирую-

щих множителей Дарбу (3.345).

В случае (I) первый интеграл Лиувилля задан выражением (3.73), где

необходимо положить

l = 2, k = 3, β = −1, v(x) = x+
5

6
. (3.350)

В случае (II) первый интеграл Лиувилля выглядит следующим образом:

I(x, y) =

√
w(x)

w(x)

2∑
l=0

({√
w(x) − v(x)

}
U(x) ln

(
z

1
3 − U(x) exp

(
2πli

3

))
+
{√

w(x) + v(x)
}
V (x) ln

(
z

1
3 − V (x) exp

(
2πli

3

)))
exp

(
2πli

3

)
+ 6z

1
3 ,

где мы ввели обозначения z = y + u(x) и

U(x) =
{
u(x) − v(x) +

√
w(x)

} 1
3

, V (x) =
{
u(x) − v(x) −

√
w(x)

} 1
3

.

252



Многочлены u(x), v(x), w(x) принимают вид

u(x) =
(6x+ 11)

(
36x2 − 12x− 71

)
216

, v(x) =
(6x+ 5) (6x− 13) (6x+ 11)

432
,

w(x) =
(6x− 13) (6x+ 11)3 (6x+ 5)2

186624
.

В этом разделе мы продемонстрировали, что метод рядов Пюизе су-

щественно упрощает классификацию интегрируемых многопараметрических

дифференциальных систем и уравнений.

3.8 Система Льенара пятой степени с кубической функ-

цией, описывающей трение

Применим теорию интегрируемости по Пюизе для исследования полино-

миальной системы Льенара (3.1), удовлетворяющей ограничениям deg f = 3 и

deg g = 5. Наша цель – показать, что метод, предложенный в Разделе 2.4, поз-

воляет находить и классифицировать дифференциальные системы с первыми

интегралами, не являющимися функциями Лиувилля. После применения пре-

образований поворота, подобия и параллельного переноса систему Льенара

(3.1), при ограничениях deg f = 3 и deg g = 5 можно представить в виде

xt = y, yt = −(4x3 + βx+ α)y + 4x5 − µx4 − ξx3 − ex2 − σx− δ, (3.351)

где все параметры принадлежат полю C. Эта система относится к семейству

(A). Системе (3.351) соответствует следующее обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение второго порядка:

xtt + (4x3 + βx+ α)xt − 4x5 + µx4 + ξx3 + ex2 + σx+ δ = 0. (3.352)

Заметим, что число рядов Пюизе из поля C∞{x}, удовлетворяющих неавто-

номной редукции уравнения (3.351), бесконечно. Для удобства введем обрати-

мую замену переменных, которая преобразует соответствующее неавтономное
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обыкновенное дифференциальное уравнение в уравнение со свойством конеч-

ности. Такая замена была предложена в Разделе 3.1 и имеет вид

x = s, y = z − x4 −
(
β

2
+ 2

)
x2 + (µ− α)x+

σ

4
. (3.353)

Дифференциальная система в переменных x и z выглядит следующим обра-

зом:

xt = z − x4 −
(
β

2
+ 2

)
x2 + (µ− α)x+

σ

4
,

zt = (4x− µ)z − (2β + ξ + 8)x3 +

(
1

2
µβ + 6µ− 4α− e

)
x2

+µ(α− µ)x− 1

4
µσ − δ,

(3.354)

где мы используем старые обозначения для переменной s. Введем в рассмот-

рение следующие многочлены относительно переменной x:

G1(x, z) = x2 − 2z∂z ln Iν(
√
z) +

1

4
β + 1, ν =

1

4

√
(β + 4)2 + 4σ

G2(x, z) = x2 − 2z∂z lnKν(
√
z) +

1

4
β + 1, ν =

1

4

√
(β + 4)2 + 4σ.

(3.355)

Символами Iν(
√
z) иKν(

√
z) обозначим модифицированные функции Бесселя

первого и второго рода соответственно. Пусть M(x, z) является интегрирую-

щим множителем системы (3.354). ВыражениеM−1(x, z) = 1/M(x, z) принято

называть обратным интегрирующим множителем соответствующей системы.

Обратный интегрирующий множитель M−1(x, z) удовлетворяет линейному

уравнению в частных производных Xx,zM
−1(x, z) = divXx,zM

−1(x, z), где Xx,z

– векторное поле системы (3.354).

Теорема 3.32. Следующие утверждения справедливы для системы (3.354).

1. Система (3.354) интегрируема по Пюизе в окрестности прямой {(x,∞),

x ∈ C} тогда и только тогда, когда параметры (α, δ, µ, ξ, e) принима-

ют вид (0, 0, 0,−2β − 8, 0), а параметры β и σ – произвольны.
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2. Первый интеграл I(x, y) и обратный интегрирующий множитель

M−1(x, z) в интегрируемом по Пюизе случае выглядят следующим

образом:

I(x, y) =
Iν(

√
z)G1(x, z)

Kν(
√
z)G2(x, z)

,

M−1(x, z) = zIν(
√
z)Kν(

√
z)G1(x, z)G2(x, z).

(3.356)

3. Система (3.354) интегрируема по Лиувиллю тогда и только тогда,

когда в дополнение к условиям пункта 1 выполнено ограничение

σ =
1

4
(4L+ β + 2)(4L− β − 6), L ∈ N. (3.357)

Первый интеграл Лиувилля и обратный интегрирующий множитель

определяются формулами (3.356), где необходимо положить ν = (2L−

1)/2.

Доказательство. Предположим, что переменная x является зависимой, а

переменная z – независимой. Рассмотрим обыкновенное дифференциальное

уравнение первого порядка{
(2β + ξ + 8)x3 −

(
1

2
µβ + 6µ− 4α− e

)
x2 − {µ(α− µ) + 4z}x

+µz +
1

4
µσ + δ

}
xz − x4 −

(
β

2
+ 2

)
x2 − (α− µ)x+ z +

σ

4
= 0,

(3.358)

соответствующее системе (3.354). Для этого уравнения существует единствен-

ный доминантный баланс и укороченное уравнение x4(z) − z = 0, которые

порождают ряды Пюизе из поля C∞{x}. Исследуемый баланс не имеет пока-

зателей Ковалевской. Таким образом, ровно четыре различных ряда Пюизе

из поля C∞{z} удовлетворяют уравнению (3.358). Эти ряды имеют вид

x(j)∞ (z) =
+∞∑
l=0

b
(j)
l z

1−l
4 , j = 1, 2, 3, 4, (3.359)

где b(j)0 , j = 1, 2, 3, 4 – различные корни уравнения b40 − 1 = 0. Из Теоре-

мы 2.9 следует, что система (3.354) имеет четыре различных элементарных
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локальных инварианта x− x
(j)
∞ (z) = 0, j = 1, 2, 3, 4. Собственные значения

λ(x, z) ∈ C∞{z}[x] этих инвариантов вычисляем с помощью Теоремы 2.11. В

результате находим

λj(x, z) = −x3 +
(
ω∂zx

(j)
∞ (z) − x(j)∞ (z)

)
x2 + A1(x)x+ A0(x), (3.360)

где введены обозначения

A1(x) =

{
4α− 6µ− 1

2
µβ + e+ ωx(j)∞ (z)

}
∂zx

(j)
∞ (z) − 1

2
β − 2 −

{
x(j)∞ (z)

}2

,

A0(x) =

(
ω
{
x(j)∞ (z)

}2

+

(
4α− 6µ− 1

2
µβ + e

)
x(j)∞ (z) + µ2 − µα− 4z

)
×∂zx(j)∞ (z) −

{
x(j)∞ (z)

}3

−
(

1

2
β + 2

)
x(j)∞ (z) + µ− α, ω = 2β + 8 + ξ.

Поскольку не выполнено необходимое условие Теоремы 2.13, мы видим,

что исследуемая система не имеет элементарных локальных экспоненциаль-

ных инвариантов вида E(x, z) = exp[uj(x, z)/{x − x
(j)
∞ (z)}nj ], где uj(x, z) ∈

C∞{z}[x] и nj ∈ N.

Пусть E(x, z) = exp[vl(z)x
l], vl(z) ∈ C∞{z}, l ∈ N0 является элемен-

тарным локальным экспоненциальным инвариантом системы (3.354). Обозна-

чим собственное значение этого инварианта символом ϱl(x, z) ∈ C∞{z}[x].

Несложно показать, что степень относительно переменной x многочлена Пю-

изе ϱl(x, z) равна l + 3. Вычисляя дивергенцию векторного поля, соответ-

ствующего системе (3.354), находим divXx,z = −(4x3 + βx+ α). Следователь-

но, только элементарный локальный экспоненциальный инвариант E(x, z) =

exp[v0(z)] может вносит вклад в интегрируемость по Пюизе в окрестности

прямой {(x,∞), x ∈ C}. Используя проведенный выше анализ и Теорему 2.14,

мы заключаем, что система (3.354) интегрируема по Пюизе в окрестности пря-

мой {(x,∞), x ∈ C} тогда и только тогда, когда она имеет интегрирующий
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множитель

M(x, z) = zd0h(z) exp[v0(z)]
4∏

j=1

{
x− x(j)∞ (z)

}dj
,

dj ∈ C, j = 0, . . . 4, h(z) ∈ C∞{z}.

(3.361)

Собственное значение локального инварианта U(z) = zd0h(z) exp[v0(z)] может

быть представлено в виде

K(x, z) =

{
(4x− µ)z − ωx3 +

(
1

2
µβ + 6µ− 4α− e

)
x2

+µ(α− µ)x− 1

4
µσ − δ

}
V (z), V (z) ∈ C∞{z}.

(3.362)

Анализируя структуру многочленов Пюизе λj(x, z) и divXx,z = −(4x3+βx+α),

которые представляют собой ряды Пюизе, полагаем

V (z) =
+∞∑
k=0

hkz
− 2+k

4 . (3.363)

Используя соотношение U(z) = exp[∂−1
z V (z)], мы находим локальный инва-

риант U(z) = zd0h(z) exp[v0(z)]. Он принимает вид

U(z) = zh2 exp
[
2h0z

1
2 + 4h1z

1
4

] (
1 − 4h3z

− 1
4 + o

(
z−

1
4

))
. (3.364)

Условие (2.60) в нашем случае выглядит следующим образом:

4∑
j=1

djλj(x, z) +K(x, z) = 4x3 + βx+ α. (3.365)

Приравняем в этом равенстве коэффициенты, стоящие при мономах xlz
k
4 , l ∈

{0, 1, 2, 3}. Алгебраическая подсистема, построенная на основе десяти первых

нетривиальных уравнений не совместна, если не выполнены условия пункта

1 настоящей теоремы. Мы заключаем, что система (3.354) при (α, δ, µ, ξ, e) ̸=

(0, 0, 0,−2β − 8, 0) не интегрируема по Пюизе в окрестности прямой {(x,∞),

x ∈ C}. Поскольку интегрируемая по Лиувиллю дифференциальная система
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должна быть интегрируема по Пюизе в окрестности любой прямой, мы видим,

что рассматриваемая подсистема также не интегрируема по Лиувиллю.

Далее положим (α, δ, µ, ξ, e) = (0, 0, 0,−2β−8, 0). Решение исследованной

выше алгебраической подсистемы не единственно. Это означает, что интегри-

рующий множитель вида (3.361) также может быть не единственным. В част-

ности, одно из решений имеет вид d1 = d2 = d3 = d4 = −1. Существование

этого решения позволяет нам сделать предположение о том, что изучаемая

подсистема имеет обратный интегрирующий множитель

M−1(x, z) =
4∑

j=0

gj(z)xj. (3.366)

Подставляя это представление F (x, z) = M−1(x, z) в уравнение в частных

производных(
z − x4 − 1

2
(β + 4)x2 +

1

4
σ

)
Fx(x, z) + 4xzFz(x, z)

+(4x3 + βx)F (x, z) = 0

(3.367)

и приравнивая нулю коэффициенты при мономах xj, где 1 ≤ j ≤ 6, мы

получаем соотношения

g3(z) = 0, q2(z) = −2zg4,z +
1

2
(β + 8)g4, g1(z) = 0,

g0(z) = 2z2g4,zz −
1

2
(β + 8)zg4,z +

1

4
(2β − σ + 16 − 4z)g4

(3.368)

и обыкновенное дифференциальное уравнение для функции g4(z):

16z3g4,zzz − (β2 + 8β + 4σ + 16z)zg4,z + (8z + 4σ + β2 + 8β)g4 = 0. (3.369)

Это уравнение имеет решение g4(z) = zIν(
√
z)Kν(

√
z), которому соответству-

ет обратный интегрирующий множитель и первый интеграл (3.356). Раскла-

дывая коэффициенты этого обратного интегрирующего множителя M−1(x, z)

в ряды Пюизе с центром в точке z = ∞, мы получаем локальный интегри-

рующий множитель (3.361), где d1 = d2 = d3 = d4 = −1. Хорошо известно,
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что модифицированные функции Бесселя являются функциями Лиувилля, и

даже элементарными функциями, тогда и только тогда, когда порядок ν при-

нимает полуцелые значения. Полагая ν = (2L− 1)/2, мы получаем условия

пункта 3. Для того чтобы исключить совпадающие случаи, мы предполагаем,

что L не целое, а натуральное число.

Замечание 1. Обратный интегрирующий множитель M−1(x, z), задан-

ный выражением (3.356), не является функцией Дарбу даже в случае ν =

(2L− 1)/2, L ∈ N. Для нахождения интегрирующего множителя Дарбу, необ-

ходимо провести классификацию неприводимых алгебраических инвариантов

при заданных ограничениях на параметры. Интегрируемые по Лиувиллю под-

системы для систем (3.351) и (3.354) имеют неприводимые алгебраические

инварианты, степени которых зависят от параметров β и σ. Явные пред-

ставления этих инвариантов можно найти, используя алгоритм, описанный в

Разделе 3.3.

Замечание 2. Выражения (3.355) определяют неалгебраические инвари-

антные кривые G1(x, z) = 0 и G2(x, z) = 0 системы (3.354). Эти кривые имеют

неалгебраические собственные значения

Λ1(x, z) = −2x3 − 1

2
(8z∂z ln Iν(

√
z) + β + 4)x,

Λ2(x, z) = −2x3 − 1

2
(8z∂z lnKν(

√
z) + β + 4)x

(3.370)

соответственно.

Не существует степенных рядов с центром в точке z = ∞, которые бы

удовлетворяли уравнению (3.358). Следовательно, нетрудно показать, что си-

стема (3.354) не интегрируема по Вейерштрассу в окрестности прямой {(x,∞),

x ∈ C}.

Преобразование, заданное соотношениями (3.353), позволяет нам пере-

нести результаты Теоремы 3.32 на систему (3.351). Также отметим, что ин-

тегрируемую подсистему Теоремы 3.32 несложно найти и прямым методом.
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Действительно, полагая (α, δ, µ, ξ, e) = (0, 0, 0,−2β− 8, 0) в уравнении (3.358)

и вводя новую зависимую функцию x(z) =
√
ψ(z), мы получаем дифферен-

циальное уравнение Риккати

8zψz + 4ψ2 + 2(β + 4)ψ − 4z − σ = 0. (3.371)

Это уравнение может быть сведено к линейному обыкновенному дифферен-

циальному уравнению второго порядка для модифицированных функций Бес-

селя. Однако, проблема доказательства неинтегрируемости уравнения (3.358)

и соответствующей системы (3.351) по Пюизе или Лиувиллю при других зна-

чениях параметров является нетривиальной.

3.9 Алгебраические предельные циклы

Пусть многочлены P (x, y) и Q(x, y) в системе (1.1) имеют вещественные

коэффициенты. Предельным циклом системы дифференциальных уравнений

(1.1) называют изолированную периодическую траекторию на фазовой плос-

кости этой системы. Символом R[x, y] обозначим кольцо многочленов от двух

переменных с коэффициентами из поля R. Предельный цикл является алгеб-

раическим, если он задан овалом неприводимой инвариантной алгебраической

кривой, определяемой многочленом из кольца R[x, y].

Вторая часть знаменитой 16-ой проблемы Гильберта состоит в нахожде-

нии взаимного расположения и числа предельных циклов системы дифферен-

циальных уравнений на плоскости вида (1.1) с коэффициентами из поля R.

Поскольку метод рядов Пюизе позволяет выполнять классификацию неприво-

димых инвариантных алгебраических кривых, то данный метод может быть

использован для решения этой проблемы в алгебраической постановке [48].

Алгебраическая постановка второй части 16-ой проблемы Гильберта заклю-

чается в поиске взаимного расположения и числа алгебраических предель-

ных циклов. В настоящее время верхние оценки для числа алгебраических
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предельных циклов получены при определенных ограничениях на исследуе-

мую дифференциальную систему или инвариантные алгебраические кривые,

содержащие предельные циклы. Например, X. Чжан (X. Zhang) нашел верх-

нюю оценку при условии, что исследуемая системы (1.1) имеет инвариантные

алгебраические кривые, особые точки которых исчерпываются узловыми точ-

ками [184]. Более подробно подобные результаты обсуждаются в обзоре [185].

Согласно теореме Гарнака, число связных компонент вещественной алгебраи-

ческий кривой ограничено числом (m− 1)(m− 2)/2 + 1, где m – это степень

неприводимого многочлена, порождающего кривую. М. В. Долов и В. В. Коса-

рев показали [20], что число попарно различных неприводимых инвариантных

алгебраических кривых, определяющих предельные циклы полиномиальной

системы (1.1) ограничено числом d(d+ 1)/2. Здесь число d представляет со-

бой степень рассматриваемой системы. Следовательно, если для некоторого

семейства систем вида (1.1) мы можем решить проблему Пуанкаре, т.е. огра-

ничить сверху степени неприводимых инвариантных алгебраических кривых,

то мы можем решить 16-ю проблему Гильберта в алгебраической постановке,

по крайней мере в части поиска числа алгебраических предельных циклов.

Стоит отметить, что изучение топологии многопараметрических алгебраи-

ческих кривых высоких степеней и, в частности, изучение существования и

взаимного расположения овалов является очень сложной задачей.

В предыдущих разделах мы классифицировали алгебраические инвариан-

ты и связанные с ними инвариантные алгебраические кривые для следующих

дифференциальных систем Льенара:

1. система Гельмгольца – ван дер Поля (3.230);

2. обобщенная система Дуффинга – ван дер Поля (3.271);

3. обобщенная система Дуффинга (3.290);
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4. система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функцией, описыва-

ющей трение.

Решим 16-ую проблему Гильберта в алгебраической постановке для пе-

речисленных выше систем Льенара. Далее все коэффициенты этих систем

предполагаются вещественнозначными.

Дивергенция векторного поля, соответствующего обобщенной системе

Дуффинга (3.290), постоянна. Простым следствием теоремы Бендиксона яв-

ляется отсутствие предельных циклов у этой системы. Перейдем к остальным

системам из нашего списка.

Теорема 3.33. Пусть все коэффициенты системы Гельмгольца – ван дер

Поля (3.230), обобщенной системы Дуффинга – ван дер Поля (3.271) и си-

стемы Льенара пятой степени (3.327) с линейной функцией, описывающей

трение, вещественны. Тогда эти системы не имеют алгебраических пре-

дельных циклов.

Доказательство. Прежде всего, отметим, что инвариантные алгебраические

кривые первой степени относительно переменной y не могут иметь овалов.

Далее, если (алгебраический) предельный цикл существует, то он окружает

хотя бы одну особую точку рассматриваемой системы. Все особые точки по-

линомиальных систем Льенара лежат на вещественной оси. Их x-координаты

удовлетворяют уравнению g(x) = 0. Пусть x0 является особой точкой, окру-

женной алгебраическим предельным циклом, тогда инвариантная алгебра-

ическая кривая, содержащая этот цикл, должна пересекать ось абсцисс по

меньшей мере в двух различных точках x1 и x2. Более того, x1 и x2 не могут

являться особыми точками рассматриваемой системы. Без ограничения общ-

ности положим x1 < x0 и x0 < x2. Проверяя эти необходимые условия для всех

инвариантных алгебраических кривых, заданных инвариантами Таблицы 3.3

и Теоремы 3.29, мы видим, что эти условия не удовлетворяются. Отметим,
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что мы должны рассматривать только отрицательные значения параметра ε

при изучении алгебраических кривых F5(x, y) = 0 и F6(x, y) = 0 из Таблицы

3.3. Следовательно, обобщенная система Дуффинга – ван дер Поля (3.271) и

система Льенара пятой степени (3.327) с линейной функцией, описывающей

трение, не имеют алгебраических предельных циклов.

Нам осталось рассмотреть инвариантные алгебраические кривые системы

Гельмгольца – ван дер Поля (3.230). Эта система является квадратичной. Если

квадратичная дифференциальная система на плоскости имеет предельный

цикл, то он окружает особую точку типа фокус этой системы [186]. Полагая

σ = −ε2 и δ = −(2N − 3)(2N + 1)ε3/16, N ∈ N, мы вычисляем особые

точки системы и собственные значения матрицы Якоби в особых точках. В

результате находим

(x, y) =
1

4
ε (1 + 2N, 0) : Λ1 = −ε, Λ2 = −

(
N − 1

2

)
ε,

(x, y) =
1

4
ε (3 − 2N, 0) : Λ1 = −ε, Λ2 =

(
N − 1

2

)
ε.

(3.372)

Мы заключаем, что система Гельмгольца – ван дер Поля (3.230) с инвари-

антными алгебраическими кривыми второй и более высоких степеней относи-

тельно переменной y не имеет фокусов. Следовательно у данного семейства

систем нет предельных циклов, алгебраических и неалгебраических.

Замечание 1. В случае гиперэллиптичесих инвариантных алгебраических

кривых (y − p(x))2 − q(x) = 0, где p(x), q(x) ∈ R[x], результат Теоремы 3.33

был получен ранее Х. Жолондеком (H. Żo la̧dek) [127].
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4 Инвариантные поверхности и интегрируемость

двумерных неавтономных систем обыкновенных

дифференциальных уравнений

4.1 Неавтономные алгебраические инвариантны и обоб-

щенные первые интегралы Дарбу

Объектом исследования настоящей главы является следующая двумер-

ная неавтономная система дифференциальных уравнений:

xt = P (x, y, t), yt = Q(x, y, t), P (x, y, t), Q(x, y, t) ∈ M[x, y], (4.1)

где M[x, y] – кольцо многочленов двух переменных с коэффициентами из

поля мероморфных функций M. Наша задача состоит в разработке метода

нахождения неавтономных инвариантных многообразий системы (4.1). Поле

M не является алгебраически замкнутым, что не очень удобно при работе

с неавтономными инвариантами, задающими инвариантные многообразия.

Алгебраическое замыкание поля M представляет собой поле алгеброидных

функций, которое мы обозначим символом A. Это поле может быть построено

указанным ниже образом [41]. Во множестве всех рядов Пюизе вида

+∞∑
l=0

clt
n0+l
n1 , c0 ̸= 0, cl ∈ C, n0 ∈ Z, n1 ∈ N (4.2)

выделим подмножество рядов, которые, во-первых, сходятся в некоторой

окрестности точки t0 = 0 и, во-вторых, могут быть продолжены на всю ком-
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плексную плоскость C до конечнозначных функций, не имеющих в C других

особых точек, кроме алгебраических. В качестве окрестностей выше рассмат-

риваются множества вида {t ∈ C : 0 < |t| < ε}\{t ∈ R : 0 < t < ε}. Символом

A[x, y] обозначим кольцо многочленов двух переменных с коэффициентами из

поля A. Элементы этого кольца будем называть обобщенными многочленами.

Рассмотрим обобщенный многочлен W (x, y, t) ∈ A[x, y], заданный выражени-

ем

W (x, y, t) =
∑

0≤k1+k2≤M

wk1,k2(t)x
k1yk2, wk1,k2(t) ∈ A. (4.3)

Символом DW обозначим область в C, полученную в результате исключения

нулей и особых точек коэффициентов {wk1,k2(t)}. Число M = degW (x, y, t0),

где t0 ∈ DW , назовем степенью обобщенного многочлена W (x, y, t). Значение

степени не зависит от выбора точки в DW .

Исключим из C полюсы коэффициентов обобщенных многочленов P (x, y, t)

и Q(x, y, t) и зададим в C2 ×D векторное поле

X =
∂

∂t
+ P (x, y, t)

∂

∂x
+Q(x, y, t)

∂

∂y
, (4.4)

связанное с системой (4.1). Открытое подмножество в C, полученное после

удаления полюсов мероморфных коэффициентов обобщенных многочленов

P (x, y, t) и Q(x, y, t), обозначено символом D.

Определение 4.1. Рассмотрим обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \

A. Множество F (x, y, t) = 0 будем называть инвариантной поверхностью

(или инвариантным многообразием) системы дифференциальных уравнений

(4.1) и связанного с этой системой векторного поля X , если существует

обобщенный многочлен λ(x, y, t) ∈ A[x, y] такой, что выполнено условие

XF = λ(x, y, t)F , которое представляет собой линейное уравнение в част-

ных производных

Ft + P (x, y, t)Fx +Q(x, y, t)Fy = λ(x, y, t)F. (4.5)
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При этом обобщенный многочлен λ(x, y, t) назовем собственным значени-

ем (кофактором) инвариантной поверхности F = 0 (или инвариантного

многообразия).

Как и в автономном случае, нетрудно показать, что степень обобщенного

многочлена λ(x, y, t) не превосходит числа d−1, где d – это максимум степеней

обобщенных многочленов P (x, y, t) и Q(x, y, t): d = max{degP, degQ}. Обоб-

щенный многочлен F (x, y, t), удовлетворяющий уравнению (4.5), будем назы-

вать неавтономным алгебраическим инвариантом системы (4.1) и векторно-

го поля X . Многочлены F (x, y, t) и c(t)F (x, y, t), где c(t) ∈ A \ {0}, считаем

эквивалентными. В дальнейшем нас будет интересовать только один пред-

ставитель из класса эквивалентности. Будем говорить, что неавтономный ал-

гебраический инвариант F (x, y, t) и инвариантная поверхность F (x, y, t) = 0

неприводимы, если обобщенный многочлен F (x, y, t) неприводим в кольце

A[x, y]. Собственным значением (кофактором) неавтономного алгебраиче-

ского инварианта назовем собственное значение (кофактор) соответствующей

инвариантной поверхности F = 0.

Определение 4.2. Пусть f(x, y, t) и g(x, y, t) являются взаимно простыми

обобщенными многочленами из кольца A[x, y]. Функцию вида E(x, y, t) =

exp[g(x, y, t)/f(x, y, t)] будем называть неавтономным экспоненциальным

инвариантом системы дифференциальных уравнений (4.1) и связанного с

этой системой векторного поля X , если существует обобщенный многочлен

ϱ(x, y, t) ∈ A[x, y] такой, что функция E(x, y, t) удовлетворяет линейному

дифференциальному уравнению в частных производных

Et + P (x, y, t)Ex +Q(x, y, t)Ey = ϱ(x, y, t)E. (4.6)

Обобщенный многочлен ϱ(x, y, t) назовем собственным значением (кофакто-

ром) неавтономного экспоненциального инварианта E(x, y, t).
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Символом A(x, y) обозначим поле частных кольца A[x, y]. Функцию вида

I(x, y, t) = fd11 . . . fdKK exp[R(x, y, t)], d1, . . . , dK ∈ C, K ∈ N ∪ {0}, (4.7)

где f1(x, y, t), . . ., fK(x, y, t) ∈ A[x, y] и R(x, y, t) ∈ A(x, y), называют обоб-

щенной функцией Дарбу, см. [43, 45,46,187].

Далее дадим определение первого интеграла.

Определение 4.3. Пусть U — это открытое подмножество ненулевой

меры Лебега во множестве C2×D. Непостоянная функция I(x, y, t): U → C

называется первым интегралом системы дифференциальных уравнений (4.1)

и связанного с этой системой векторного поля X , если она постоянна на

всех интегральных кривых (x(t), y(t), t) векторного поля X , содержащихся

в U .

Множество непрерывно дифференцируемых функций на U обозначим

C1(U). Если первый интеграл I(x, y, t) принадлежит множеству C1(U), то

функция I(x, y, t) удовлетворяет линейному дифференциальному уравнению

в частных производных X I = 0. Две функции I1(x, y, t) и I2(x, y, t) из мно-

жества C1(U) являются независимыми на множестве U , если ранг матрицы I1, x I1, y I1, t

I2, x I2, y I2, t

 (4.8)

равен 2, за исключением, возможно, подмножества нулевой меры Лебега в U .

Если система дифференциальных уравнений (4.1) и векторное поле X имеют

два независимых первых интеграла I1(x, y, t) и I2(x, y, t) на подмножестве

U ⊆ C2 ×D, то эту систему и векторное поле называют интегрируемыми.

Будем говорить, что система дифференциальных уравнений (4.1) и век-

торное поле X интегрируемы по Дарбу, если рассматриваемая система и

векторное поле имеют два независимых первых интеграла, являющихся обоб-

щенными функциями Дарбу.
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Теорема 4.1. Обобщенная функция Дарбу вида (4.7) является первым ин-

тегралом дифференциальной системы (4.1) и векторного поля X тогда и

только тогда, когда функция exp[R(x, y, t)] представляет собой неавтоном-

ный экспоненциальный инвариант и обобщенные многочлены f1(x, y, t), . . .,

fK(x, y, t) представляют собой неавтономные алгебраические инварианты

рассматриваемой системы и векторного поля X , причем выполнено соот-

ношение
K∑
k=1

dkλk(x, y, t) + ϱ(x, y, t) = 0. (4.9)

В этом выражении ϱ(x, y, t) – собственное значение неавтономного экспо-

ненциального инварианта exp[R(x, y, t)] и λk(x, y, t) – собственное значение

неавтономного алгебраического инварианта fk(x, y, t), где 1 ≤ k ≤ K.

Доказательство этой теоремы можно найти в статьях [43–46]. В заключе-

ние настоящего раздела отметим, что любой неавтономный алгебраический

инвариант F (x, y, t) ∈ A[x, y] \ A[x] порождает неавтономное обыкновенное

дифференциальное уравнение первого порядка совместное с обыкновенным

дифференциальным уравнением второго порядка, соответствующим системе

(4.1). Например, если система (4.1) выглядит следующим образом:

xt = y +R(x, t), yt = Q(x, y, t), (4.10)

где R(x, t) ∈ M[x], Q(x, y, t) ∈ M[x, y], и имеет неавтономный алгебраический

инвариант F (x, y, t) ∈ A[x, y] \ A[x], то уравнение F (x, xt − R(x, t), t) = 0

совместно с уравнением

xtt −Rx(x, t)xt −Q(x, xt −R(x, t), t) −Rt(x, t) = 0. (4.11)

В общем случае обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка,

соответствующее системе (4.1), может потерять полиномиальную зависимость

относительно зависимой функции и ее производных.
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4.2 Функциональные ряды Пюизе

Наша цель в настоящем разделе состоит в обобщении метода рядов Пю-

изе на неавтономный случай. Введем в рассмотрение функциональные ряды

Пюизе, коэффициенты которых представляют собой алгеброидные функции

из поля A. Такие ряды будем называть обобщенными рядами Пюизе. Обоб-

щенный ряд Пюизе с центром на элементе x0(t) ∈ A имеет вид

y(x, t) =
+∞∑
l=0

cl(t){x− x0(t)}
n0+l
n1 , (4.12)

где n0 ∈ Z, n1 ∈ N, и коэффициенты {cl(t)} принадлежат полю A. Без

ограничения общности предполагаем, что число n1 является взаимно простым

с наибольшим общим делителем чисел {n0 + l : cl(t) ̸≡ 0, l ∈ N ∪ {0}}. В

свою очередь, обобщенный ряд Пюизе с центром в точке x = ∞ выглядит

следующим образом:

y(x, t) =
+∞∑
l=0

bl(t)x
n0−l
n1 , (4.13)

где n0 ∈ Z, n1 ∈ N и коэффициенты {bl(t)} принадлежат полю A. Опять

будем предполагать, что число n1 является взаимно простым с наибольшим

общим делителем чисел {n0 − l : bl(t) ̸≡ 0, l ∈ N ∪ {0}}. Число n1 называют

индексом ветвления соответствующего ряда. Множество всех обобщенных

рядов Пюизе с центром на элементе x0(t) ∈ A или в точке x = ∞ является по-

лем. Обозначим эти поля символами Cx0(t){x}(A) и C∞{x}(A) соответственно.

Несложно убедиться, что эти поля, снабженные операторами дифференциро-

вания ∂t и ∂x, становятся дифференциальными полями.

Два обобщенных ряда Пюизе y1(x, t) и y2(x, t) из поля C∞{x}(A) будем

называть различными, если выполнено условие y1(x, t)−y2(x, t) ̸= O∞, где O∞

– нулевой элемент поля C∞{x}(A). Аналогично даем определение различных

обобщенных рядов Пюизе с центром на элементе x0(t) ∈ A.
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Для любого обобщенного многочлена из кольца A[x, y] справедлива обоб-

щенная теорема Ньютона – Пюизе о разложении на множители над полем

обобщенных рядов Пюизе с фиксированным центром [41].

Лемма 4.1. Пусть обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \A[x] являет-

ся неавтономным алгебраическим инвариантом дифференциальной системы

(4.1) и связанного с ней векторного поля X . Рассмотрим обобщенный ряд

Пюизе y(x, t) из поля C∞{x}(A) такой, что этот ряд удовлетворяет урав-

нению F (x, y, t) = 0. Тогда ряд y(x, t) также является решением следующего

уравнения в частных производных

yt + P (x, y, t)yx −Q(x, y, t) = 0. (4.14)

Доказательство. Представим обобщенный многочлен F (x, y, t) в виде про-

изведения попарно различных неприводимых в кольце A[x, y] сомножителей:

F = fk11 . . . fkMM , где fm ∈ A[x, y], km ∈ N и 1 ≤ m ≤ M . Согласно условию

теоремы, существует обобщенный многочлен fj(x, y, t), 1 ≤ j ≤ M такой,

что выполнено fj(x, y(x, t), t) = 0. Дифференцируя это уравнения по t и x,

находим
fj, t(x, y(x, t), t) + ytfj, y(x, y(x, t), t) = 0,

fj, x(x, y(x, t), t) + yxfj, y(x, y(x, t), t) = 0.
(4.15)

Несложно убедиться, что fj(x, y, t) является неавтономным алгебраическим

инвариантом дифференциальной системы (4.1) и связанного с этой системой

векторного поля X . Следовательно, обобщенный многочлен fj(x, y, t) удовле-

творяет дифференциальному уравнению в частных производных

fj, t + P (x, y, t)fj, x +Q(x, y, t)fj, y = λj(x, y, t)fj, (4.16)

где λj(x, y, t) ∈ A[x, y]. Подставляя ряд y = y(x, t) в это уравнение, находим

fj, t + P (x, y(x, t), t)fj, x(x, y(x, t), t)

+Q(x, y(x, t), t)fj, y(x, y(x, t), t) = 0.
(4.17)
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Далее отметим, что ряд y(x, t) не может являться решением уравнения fj, y(x,

y, t) = 0. Действительно, предполагая противное, мы видим, что обобщен-

ный многочлен fj(x, y, t) имеет кратные сомножители в кольце A[x, y]. Этот

факт противоречит неприводимости обобщенного многочлена fj(x, y, t). Та-

ким образом, однородная система линейных алгебраических уравнений (4.15)

и (4.17) относительно fj, t(x, y(x, t), t), fj, x(x, y(x, t), t) и fj, y(x, y(x, t), t) имеет

нетривиальное решение. Значит, ее определитель∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 yt(x, t)

0 1 yx(x, t)

1 P (x, y(x, t), t) Q(x, y(x, t), t)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ (4.18)

равен нулю. Из этого факта следует справедливость уравнения (4.14). На

этом мы заканчиваем доказательство.

Аналогичная лемма справедлива и для обобщенных рядов Пюизе из поля

Cx0(t){x}(A), где x0(t) ∈ A.

Лемма 4.2. Пусть x0(t) является элементом поля A, а обобщенный много-

член F (x, y, t) ∈ A[x, y]\A[x] представляет собой неавтономный алгебраиче-

ский инвариант дифференциальной системы (4.1) и связанного с ней вектор-

ного поля X . Рассмотрим обобщенный ряд Пюизе y(x, t) из поля Cx0(t){x}(A)

такой, что этот ряд удовлетворяет уравнению F (x, y, t) = 0. Тогда ряд

y(x, t) также является решением уравнения в частных производных (4.14).

Пусть выражение W (x, y, t) ∈ A[x, y] представляет собой формальную

сумму функциональных мономов c(t)xq1yq2 с ограниченными сверху степеня-

ми. Другими словами, предположим, что выполнено c(t) ∈ A и q1, q2 ∈ Q

и q1 + q2 ≤ K, где K ∈ N. Введем оператор проектирования {W (x, y, t)}+,

результатом действия которого является сумма функциональных мономов вы-

ражения W (x, y, t), имеющих целые неотрицательные степени: q1, q2 ∈ N∪{0}.
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Мы видим, что проекция {W (x, y, t)}+ определяет полиномиальную по отно-

шению к переменным x и y часть выражения W (x, y, t). Аналогично опреде-

ляем проекцию {W (x, y, t)}− = W (x, y, t) − {W (x, y, t)}+, представляющую

собой неполиномиальную часть выражения W (x, y, t).

Нашим основным результатом относительно существования неавтоном-

ных алгебраических инвариантов дифференциальной системы (4.1) и связан-

ного с ней векторного поля X является следующая теорема.

Теорема 4.2. Пусть обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \ A[x] сте-

пени N ∈ N относительно переменной y является неприводимым неавто-

номным алгебраическим инвариантом дифференциальной системы (4.1) и

связанного с ней векторного поля X . Тогда существуют обобщенный мно-

гочлен µ(x, t) ∈ A[x] и попарно различные обобщенные ряды Пюизе y1,∞(x, t),

. . ., yN,∞(x, t) из поля C∞{x} (A), которые удовлетворяют уравнению (4.14),

такие, что F (x, y, t) представляется в виде

F (x, y, t) =

{
µ(x, t)

N∏
j=1

{y − yj,∞(x, t)}

}
+

. (4.19)

Более того, значение параметра N не превосходит числа различных обоб-

щенных рядов Пюизе из поля C∞{x}(A), удовлетворяющих уравнению (4.14),

если это число конечно.

Доказательство. Из обобщенной теоремы Ньютона – Пюизе [41] следует, что

обобщенный многочлен F (x, y, t) можно представить в виде

F (x, y, t) = µ(x, t)
N∏
j=1

{y − yj,∞(x, t)} , (4.20)

где y1,∞(x, t), . . ., yN,∞(x, t) – обобщенные ряды Пюизе из поля C∞{x}(A) и

µ(x, t) ∈ A[x]. Пользуясь Леммой 4.1, мы видим, что обобщенные ряды Пюизе

из представления (4.20) удовлетворяют уравнению (4.14). В силу того, что
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обобщенный многочлен F (x, y, t) неприводим в кольце A[x, y], все эти ряды по-

парно различны. Далее заключаем, что неполиномиальная часть выражения

(4.20) должна обращаться в нуль. В результате получаем соотношение (4.19).

Если число попарно различных рядов Пюизе из поля C∞{x}(A), которые

удовлетворяют уравнению (4.14), конечно, то степень обобщенного многочлена

F (x, y, t) относительно переменной y ограничена этим числом. Действительно,

пусть степень обобщенного многочлена F (x, y, t) относительно переменной y

превышает число таких рядов. Тогда обобщенный многочлен F (x, y, t) приво-

дим в кольце A[x, y].

Следствие 1. Если не существует обобщенных рядов Пюизе из поля

C∞{x}(A), удовлетворяющих уравнению (4.14), или, в противном случае,

функции вида (4.20), построенные при помощи всевозможных комбинаций до-

пустимых обобщенных рядов Пюизе, не являются многочленами относительно

переменных x и y, то неавтономные алгебраические инварианты дифференци-

альной системы (4.1) и связанного с ней векторного поля X , если существуют,

то имеют вид F (x, t) ∈ A[x]. Здесь допустимым обобщенным рядом Пюизе

мы назвали ряд из поля C∞{x}(A), удовлетворяющий уравнению (4.14).

Далее наша цель состоит в вычислении собственного значения λ(x, y, t)

неавтономного алгебраического инварианта F (x, y, t). Функции f1(t) и f2(t) ∈

A будем называть различными, если выполнено f1(t) − f2(t) ̸= OA, где OA –

нулевой элемент поля A.

Теорема 4.3. Пусть обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \A[x], задан-

ный выражением (4.20), является неавтономным алгебраическим инвариан-

том дифференциальной системы (4.1) и связанного с ней векторного поля

X . Тогда собственное значение λ(x, y, t) инварианта F (x, y, t) принимает
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вид

λ(x, y, t) =

{
+∞∑
m=0

[
N∑
j=1

{Q(x, y, t) − P (x, y, t)∂x(yj,∞) − ∂t(yj,∞)}(yj,∞)m

ym+1

+
L∑
l=1

νl{P (x, y, t) − ∂t(xl)}xml
xm+1

]}
+

,

(4.21)

где функции x1(t), . . ., xL(t) ∈ A являются попарно различными нулями

обобщенного многочлена µ(x, t) с кратностями ν1 ∈ N, . . ., νL ∈ N, L ∈ N ∪

{0} соответственно. Если µ(x, t) = µ0(t), где µ0(t) ∈ A, то без ограничения

общности можно положить µ0(x, t) = 1. В этом случае мы предполагаем,

что L = 0 и второй ряд отсутствует в выражении (4.21).

Доказательство. Начнем доказательство теоремы с разложения неавтоном-

ного алгебраического инварианта F (x, y, t) на множители как в представле-

нии (4.20). Из алгебраической замкнутости поля A следует, что обобщенный

многочлен µ(x, t) имеет вид

µ(x, t) =
L∏
l=1

{x− xl(t)}νl, νl ∈ N, L ∈ N ∪ {0}, (4.22)

где без ограничения общности коэффициент при старшей степени относитель-

но переменной x равен 1. Если µ(x, t) = µ0(t) ∈ A, то мы полагаем µ0(t) = 1

и L = 0. Из формулы (4.20) следует справедливость соотношений

∂t(lnF ) =
∂tµ

µ
−

N∑
j=1

∂t(yj,∞)

y − yj,∞
, ∂x(lnF ) =

∂xµ

µ
−

N∑
j=1

∂x(yj,∞)

y − yj,∞
,

∂y(lnF ) =
N∑
j=1

1

y − yj,∞
.

(4.23)

Далее разложим логарифмические производные ∂t(lnF ), ∂x(lnF ) и ∂y(lnF )

в формальные ряды Лорана с центром в точке y = ∞. Подставляя получив-
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шиеся выражения в равенство (4.5), находим

λ(x, y, t) =
+∞∑
m=0

[
N∑
j=1

{Q(x, y, t) − P (x, y, t)∂x(yj,∞) − ∂t(yj,∞)}(yj,∞)m

ym+1

+
L∑
l=1

νl{P (x, y, t) − ∂t(xl)}xml
xm+1

]
,

(4.24)

где логарифмические производные

∂tµ

µ
= −

L∑
l=1

νl∂t(xl)

x− xl
,

∂xµ

µ
=

L∑
l=1

νl
x− xl

(4.25)

также разложены в формальные ряды Лорана с центром в точке x = ∞.

Вспомним, что собственное значение λ(x, y, t) является многочленом относи-

тельно переменных x и y. Этот факт позволяет применить оператор проекти-

рования {·}+ в выражении (4.24).

Заметим, что роли переменных x и y в Теоремах 4.2 и 4.3 могут быть

изменены. Далее покажем, что степень обобщенного многочлена µ(x, t), явля-

ющегося коэффициентом при старшем слагаемом относительно переменной y

в инварианте F (x, y, t), определяется обобщенными рядами Пюизе вида (4.12),

удовлетворяющими уравнению (4.14).

Лемма 4.3. Пусть обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y]\A[x] является

неприводимым неавтономным алгебраическим инвариантом дифференциаль-

ной системы (4.1) и связанного с ней векторного поля X . Для каждого нуля

x0(t) ∈ A обобщенного многочлена µ(x, t) найдется хотя бы один обобщен-

ный ряд Пюизе вида (4.12), удовлетворяющий уравнению (4.14), такой, что

выполнено неравенство n0 < 0.

Доказательство. Существуют единственным образом определенные обоб-

щенные ряды Пюизе y1, x0
(x, t), . . ., y1, x0

(x, t) из поля Cx0(t){x}(A) такие, что

справедливо разложение на множители

F (x, y, t) = µ(x, t)
N∏
j=1

{y − yj, x0
(x, t)}, (4.26)
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где, как и ранее, N – это степень обобщенного многочлена F (x, y, t) отно-

сительно переменной y . Из Леммы 4.2 следует, что множество обобщенных

рядов Пюизе {yj, x0
(x, t)}, появляющихся в представлении (4.26), является

подмножеством всех обобщенных рядов Пюизе из поля Cx0(t){x}(A), удовле-

творяющих уравнению (4.14). Предположим, что при фиксированном x0(t)

для всех обобщенных рядов Пюизе вида (4.12), удовлетворяющих уравне-

нию (4.14), справедливо неравенство n0 ≥ 0. Следовательно, все ряды в пред-

ставлении (4.26) также удовлетворяют этому условию. В силу того, что x0(t)

является нулем обобщенного многочлена µ(x, t), мы видим, что инвариант

F (x, y, t), заданный выражением (4.26), приводим в кольце A[x, y]. Мы при-

шли к противоречию. Таким образом, хотя бы один обобщенный ряд Пюизе с

центром на элементе x0(t) ∈ A, имеющий отрицательный показатель степени

в доминантном члене, удовлетворяет уравнению (4.14).

Следствие 1. Если для всех x0(t) ∈ A обобщенные ряды Пюизе из по-

ля Cx0(t){x}(A), удовлетворяющие уравнению (4.14), имеют неотрицательные

показатели степеней в доминантных членах, то старшие коэффициенты от-

носительно переменной y неавтономных алгебраических инвариантов диф-

ференциальной системы (4.1) и связанного с ней векторного поля X можно

положить равными единице.

Лемма 4.4. Пусть x0(t) является элементом поля A. Предположим, что

лишь конечное число попарно различных обобщенных рядов Пюизе вида (4.12),

имеющих отрицательные показатели степеней в доминантных членах:

yj, x0
(x, t) = c

(j)
0, x0

(t){x− x0(t)}−qj + . . . , c
(j)
0, x0

(t) ̸≡ 0,

qj ∈ Q, qj > 0, 1 ≤ j ≤ J ∈ N,
(4.27)

удовлетворяет уравнению (4.14). Если обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈

A[x, y] \ A[x] является неприводимым неавтономным алгебраическим инва-

риантом дифференциальной системы (4.1) и связанного с ней векторного
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поля X , то для кратности m0 ∈ N0 нуля x0(t) обобщенного многочлена

µ(x, t) справедливо неравенство

m0 ≤
J∑

j=1

qj. (4.28)

Если элемент x0(t) не является нулем обобщенного многочлена µ(x, t), то

полагаем m0 = 0.

Доказательство. Рассмотрим разложение на множители обобщенного мно-

гочлена F (x, y, t), заданное выражением (4.26). Из Леммы 4.2 следует, что

обобщенные ряды Пюизе, появляющиеся в равенстве (4.26), удовлетворяют

уравнению (4.14). Представим обобщенный многочлен µ(x, t) в виде µ(x, t) =

µ0(t){x−x0(t)}m0ψ(x, t), где µ0(t) ∈ A, ψ(x, t) ∈ A[x], µ0(t) ̸≡ 0, ψ(x0(t), t) ̸≡ 0

и m0 ∈ N0. Мы видим, что множитель {x− x0(t)}m0 должен компенсировать

доминантные члены обобщенных рядов Пюизе таким образом, чтобы получа-

ющееся выражение представляло собой неприводимый элемент кольца A[x, y].

Кратность нуля x0(t) обобщенного многочлена µ(x, t) является максимальной,

если все ряды, представленные в формуле (4.27), появляются в представлении

(4.26), а остальные ряды Пюизе из данного представления имеют ненулевые

коэффициенты при {x− x0(t)}0. Поскольку обобщенный многочлен F (x, y, t)

неприводим в кольце A[x, y], мы видим, что каждый из рядов в формуле (4.27)

может появляться в представлении (4.26) только с кратностью 1. Предполагая,

что неравенство (4.28) не верно, мы приходим к противоречию. Действитель-

но, в этом случае обобщенный многочлен F (x, y, t), заданный выражением

(4.26), приводим в кольце A[x, y]. Доказательство закончено.

Далее в этом разделе ряды Пюизе вида (4.12) или (4.13) без всяких огра-

ничений на коэффициенты и элемент x0(t) будем называть формальными

функциональными рядами Пюизе. Рассмотрим проблему нахождения фор-

мальных функциональных рядов Пюизе, удовлетворяющих дифференциаль-
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ному уравнению в частных производных вида

yt + P (x, y, t)yx −Q(x, y, t) = 0, (4.29)

где P и Q – многочлены относительно переменной x и функции y(x, t). Допол-

нительно предполагаем, что коэффициенты этих многочленов от нескольких

переменных являются мероморфными функциями. Выражение, стоящее сле-

ва от знака равенства в уравнении (4.29), можно рассматривать как сумму

обобщенных дифференциальных мономов

M [y(x, t), x; t] = c(t)xl0yl1(yx)l2(yt)
l3, (4.30)

где l0, . . ., l3 ∈ N∪ {0} и c(t) ∈ M. Символом W [y(x, t), x; t] обозначим много-

член относительно переменных x, функции y(x, t) и ее частных производных

с коэффициентами из поля M. Такой многочлен назовем дифференциальным

многочленом. Будем работать в рамках аналитической теории дифференци-

альных уравнений, предполагая, что x и t – комплекснозначные переменные,

а y(x, t) – комплекснозначная зависимая функция.

Определение 4.4. Будем говорить, что дифференциальный многочлен

E0[y(x, t), x; t] является доминантным балансом для точки x = ∞ диф-

ференциального уравнения в частных производных (4.29), если выполнены

следующие условия:

(i) каждый обобщенный дифференциальный моном M [y(x, t), x; t], появля-

ющийся в дифференциальном многочлене E0[y(x, t), x; t], также явля-

ется дифференциальным мономом исходного уравнения (4.29);

(ii) существуют число s ∈ C и функция y(x, t) = b0(t)x
r (возможно, не

единственная), где b0(t) ̸≡ 0, r ∈ C, такие, что для каждого диф-

ференциального монома M [y(x, t), x; t] дифференциального многочлена

E0[y(x, t), x; t] найдется функция CM(t), для которой выполнено

M [b0(t)x
r, x; t] = CM(t)xs;
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(iii) найдутся функция b0(t) и число r, удовлетворяющие предыдущим усло-

виям, такие, что для всех дифференциальных мономов L[y(x, t), x; t]

уравнения (4.29), которые не входят в дифференциальный многочлен

E0[y(x, t), x; t], справедливо равенство L[b0(t)x
r, x; t] = CL(t)xpL, где

Re pL < Re s.

Определение доминантных балансов для точки x = 0 дается аналогично.

Необходимо лишь поменять знак неравенства в третьем условии: Re pL > Re

s. Для того чтобы построить доминантные балансы для элемента x = x0(t) в

уравнении в частных производных (4.29), нужно сделать замену x̃ = x−x0(t).

Пусть дифференциальный многочлен E0[y(x, t), x; t] является доминант-

ным балансом уравнения (4.29) для точки x = ∞ (или x = 0). Если уравнение

E0[y(x, t), x; t] = 0 имеет нетривиальное решение y(x, t) = b(t)xr такое, что

функция b(t) и ее производные ограничены на некотором открытом подмно-

жестве D0 ⊂ C и условие (iii) выполнено для заданной функции b0(t) и числа

r, тогда функция y(x, t) = b(t)xr является асимптотикой решений исходного

дифференциального уравнения (4.29) при x→ ∞ (x→ 0) и t ∈ D0.

Предположим, что функция y(x, t) = b0(t)x
r, b0(t) ̸≡ 0 является реше-

нием уравнения E0[y(x, t), x; t] = 0 и условие (iii) выполнено для заданной

функции b0(t) и числа r. Тогда мы можем построить асимптотический ряд,

удовлетворяющий уравнению (4.29), с доминантным членом, заданным функ-

цией y(x, t) = b0(t)x
r. Отметим, что функция b0(t) определяется как решение

или алгебраического, или обыкновенного дифференциального уравнения пер-

вого порядка, коэффициенты которого выражаются через коэффициенты

уравнения (4.29).

Рассмотрим доминантный баланс E0[y(x, t), x; t] уравнения (4.29) для точ-

ки x = ∞. Опишем метод нахождения формальных функциональных рядов

Пюизе вида (4.13), которые удовлетворяют уравнению (4.29) и соответству-

ют данному балансу E0[y(x, t), x; t]. Уравнение E0[y(x, t), x; t] = 0 называ-

279



ют укороченным уравнением. Данный метод аналогичен методу построения

функциональных рядов Лорана, удовлетворяющих уравнениям в частных

производных [188].

На первом шаге необходимо найти все решения y(x, t) = b0(t)x
r укоро-

ченного уравнения E0[y(x), x] = 0 такие, что выполнено условие (iii) и r ∈ Q.

На втором шаге необходимо вычислить формальную производную по

Гато для баланса E0[y(x, t), x; t] на решении y(x, t) = b0(t)x
r:

δE0

δy
[b0(t)x

r, x; t] = lim
s→0

E0[b0(t)x
r + sB(t)xr−j, x; t] − E0[b0(t)x

r, x; t]

s

= L(t; j)B(t)xr̃.

(4.31)

В этом выражении L(t; j) – это линейный дифференциальный оператор. Пусть

оператор L(t; j) не является нулевым при всех j ∈ C, т. е. L(t; j) ̸≡ 0. Число

j0 ∈ C такое, что при любом допустимом t выполнено условие L(t; j0) ≡ 0,

назовем показателем Ковалевской соответствующего доминантного баланса и

асимптотики y(x, t) = b0(t)x
r. Заметим, что доминантные балансы уравнения

в частных производных первого порядка имеют не более одного показателя

Ковалевской.

Третий шаг состоит в проверке существования формального функцио-

нального ряда Пюизе вида (4.13). Пусть показатель Ковалевской j0 является

положительным рациональным числом. Представим его в виде j0 = k0/k1, где

k0 и k1 взаимно простые натуральные числа. Если показатель Ковалевской

j0 не является положительным рациональным числом, то положим k1 = 1.

Пусть, число r имеет вид r = m0/m1, где m0 и m1 взаимно простые целые

числа и m1 > 0. Тогда индекс ветвления n1 соответствующего формального

функционального ряда Пюизе равен lcm(k1,m1), где символом lcm(k1,m1)

обозначено наименьшее общее кратное чисел k1 и m1. Число n0 в соотноше-

нии (4.13) равно rn1. Подставляя соответствующий ряд (4.13) в уравнение

(4.29), мы находим рекуррентное соотношение для коэффициентов ряда. Это
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соотношение имеет вид

L

(
t;
k

n1

)
bk(t) = Uk[b0(t), . . . , bk−1(t); t], k ∈ N, (4.32)

где Uk – это дифференциальный многочлен относительно b0(t), . . ., bk−1(t).

При наличии положительного рационального показателя Ковалевской j0 ∈

Q, j0 > 0, найденного на втором шаге, необходимо проверить выполнение

условия совместности Un1j0 = 0, n1j0 ∈ N. Если условие совместности не

выполняется, то рассматриваемый формальный функциональный ряд Пюизе

не удовлетворяет уравнению (4.29). В противном случае соответствующий

формальный функциональный ряд Пюизе удовлетворяет уравнению (4.29) и

имеет произвольный коэффициент bn1j0(t).

Замечание 1. Для того чтобы найти все формальные функциональные

ряды вида (4.13), которые удовлетворяют уравнению (4.29), необходимо повто-

рить описанную выше процедуру для всех доминантных балансов исходного

уравнения для точки x = ∞ и для всех решений вида y(x, t) = b0(t)x
r соот-

ветствующих укороченных уравнений, где r ∈ Q.

Замечание 2. Аналогичный алгоритм позволяет находить формальные

функциональные ряды Пюизе с центром в точке x = 0, которые удовлетво-

ряют уравнению (4.29). В данном случае формальную производную по Гато

необходимо вычислять по формуле

δE0

δy
[b0(t)x

r, x; t] = lim
s→0

E0[b0(t)x
r + sB(t)xr+j, x; t] − E0[b0(t)x

r, x; t]

s

= L(t; j)B(t)xr̃.

(4.33)

Для того чтобы найти формальные функциональные ряды Пюизе с центром

на функции x = x0(t), необходимо в уравнении (4.29) выполнить замену

независимой переменной x: x̃ = x− x0(t) и рассмотреть случай x̃→ 0.

Метод нахождения неавтономных алгебраических инвариантов F (x, y, t)

дифференциальной системы (4.1) и связанного с ней векторного поля X ана-
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логичен описанному в Разделе 1.4 методу построения автономных алгебраи-

ческих инвариантов.

На первом шаге следует построить все формальные функциональные

ряды Пюизе с центром на бесконечности и произвольных функциях, удовле-

творяющие уравнению в частных производных (4.14).

На втором шаге с помощью Теорем 4.2, 4.3 и Лемм 4.3, 4.4 необходимо

представить обобщенный многочлен, определяющий неавтономный алгебра-

ический инвариант, в виде (4.19), а также записать выражение (4.21) для

собственного значения инварианта. На этом шаге удобнее работать с фор-

мальными рядами, поскольку не всегда просто из множества формальных

функциональных рядов Пюизе выделить обобщенные ряды. Необходимо рас-

смотреть всевозможные комбинации попарно различных формальных функ-

циональных рядов Пюизе в представлении (4.19). Далее следует составить

систему обыкновенных дифференциальных уравнений, определяемую усло-

вием {
µ(x, t)

N∏
j=1

{y − yj,∞(x, t)}

}
−

= 0. (4.34)

Заметим, что некоторые из уравнений могут быть алгебраическими, а не

дифференциальными. Эта система содержит бесконечное число уравнений.

На практике необходимо рассмотреть подсистему, состоящую из нескольких

уравнений. Уравнения, возникающие при требовании обращения в нуль непо-

линомиальной части выражения в скобках из соотношения (4.21), также могут

учитываться.

На третьем шаге следует решить систему второго шага и выполнить

проверку, подставляя полученные обобщенные многочлены в уравнение (4.5).

Выше мы рассмотрели задачу нахождения неавтономных алгебраиче-

ских инвариантов, таких что выполнено условие Fy(x, y, t) ̸≡ 0. Неавтоном-

ные алгебраические инварианты вида F = F (x, t) можно найти, подставив

выражение F = F (x, t) в уравнение (4.5) и потребовав обращения в нуль
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коэффициентов при различных степенях переменной y.

Поскольку нахождение формальных функциональных рядов Пюизе, удо-

влетворяющих уравнению в частных производных (4.29), может потребовать

решения обыкновенных дифференциальных уравнений, то при работе с фор-

мальными рядами метод, описанный выше, способен давать более общие неав-

тономные алгебраические инварианты. Другими словами, могут быть постро-

ены инварианты F (x, y, t) такие, что коэффициенты многочлена F (x, y, t) не

принадлежат полю A.

4.3 Неавтономная система Дуффинга

В этом разделе мы будем исследовать существование неавтономных ал-

гебраических инвариантов неавтономной системы Дуффинга

xt = y, yt = −(αy + εx3 + σx+ h(t)), h(t) ∈ M, αε ̸= 0. (4.35)

Эта система относится к семейству неавтономных систем Льенара. Выражая

y из первого уравнения системы и подставляя во второе, получаем следующее

обыкновенное дифференциальное уравнение второго порядка:

xtt + αxt + εx3 + σx+ h(t) = 0. (4.36)

Уравнение (4.36) называют неавтономным уравнением Дуффинга. Оно опи-

сывает нелинейные осцилляторы с постоянным трением, задаваемым пара-

метром α, и кубической функцией εx3 + σx, определяющей возвращающую

силу. Функция h(t) характеризует внешнее возмущение. Уравнение (4.36) ис-

пользуется для моделирования многих колебательных явлений в различных

областях науки, в частности, в химии, электронике и биологии [176,189].

Автономный случай рассматривался в Разделе 3.5. Отметим, что при-

менение метода функциональных рядов Пюизе к автономному уравнению
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(4.35) порождает классификацию алгебраических инвариантов, полученную

в разделе Разделе 3.5. Далее положим h(t) ∈ M \ C.

Теорема 4.4. Система дифференциальных уравнений (4.35) имеет неавто-

номные алгебраические инварианты тогда и только тогда, когда выполнено

σ =
2

9
α2, h(t) = h0 exp(−αt), h0 ∈ C \ {0}. (4.37)

При этих ограничениях существует единственное семейство неприводимых

неавтономных алгебраических инвариантов, принимающее вид

F (x, y, t) = y2 +
2

3
αxy +

1

2
εx4 +

1

9
α2x2 + 2h0 exp(−αt)x

−C0 exp

(
−4

3
αt

)
,

(4.38)

где C0 ∈ C – произвольная постоянная. Собственное значение этих инвари-

антов не зависит от x и y: λ(x, y, t) = −4α/3.

Доказательство. Неавтономные алгебраические инварианты системы (4.35)

удовлетворяют следующему линейному уравнению в частных производных:

Ft + yFx − {αy + εx3 + σx+ h(t)}Fy = λ(x, y, t)F. (4.39)

Подставляя функцию F = F (x, t) в это уравнение, мы видим, что система

(4.35) не имеет неавтономных алгебраических инвариантов, не зависящих от y.

Пусть неприводимый обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \ A[x]

представляет собой неавтономный алгебраический инвариант системы (4.35).

Символом µ(x, t) обозначим коэффициент при старшей степени относительно

переменной y обобщенного многочлена F (x, y, t). Уравнение в частных про-

изводных для функциональных рядов Пюизе, появляющихся в разложении

на множители неавтономных алгебраических инвариантов, принимает вид

yt + yyx + αy + εx3 + σx+ h(t) = 0. (4.40)
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Для всех функций x0(t) формальные функциональные ряды Пюизе вида

(4.12), удовлетворяющие уравнению (4.40), имеют неотрицательные показа-

тели степеней в доминантных членах. Следовательно, это же утверждение

справедливо и для обобщенных рядов Пюизе. Используя Лемму 4.3 и ее след-

ствие, находим µ(x, t) = µ0(t). Без ограничения общности полагаем µ0 = 1.

Существует только один доминантный баланс, который порождают фор-

мальные функциональные ряды Пюизе с центром в точке x = ∞. Этому

балансу соответствуют следующее укороченное уравнение и асимптотики при

x→ ∞:

yyx + εx3 = 0, y(1,2)(x, t) = ±
√
−2ε

2
x2. (4.41)

Полученные асимптотики имеют единственный показатель Ковалевской: j0 =

4. Анализируя рекуррентные соотношения вида (4.32), соответствующие ис-

следуемым асимптотикам, находим n0 = 1. Условие совместности для асимп-

тотики y(1,2)(x, t) принимает вид ht + αh±
√
−2εα2(9σ− 2α2)/(27ε) = 0. При

выполнении условия совместности для соответствующей асимптотики суще-

ствует семейство рядов с доминантным поведением y(x, t) = ±
√
−2εx2/2,

удовлетворяющее уравнению (4.40) и имеющее произвольную коэффициент-

ную функцию при мономе x−2. Эти ряды представляют собой формальные

функциональные ряды Лорана вида

y(k)(x, t) = ±
√
−2ε

2
x2 − 1

3
αx+

+∞∑
l=2

b
(k)
l (t)x2−l, k = 1, 2. (4.42)

Далее воспользуемся Теоремой 4.2. Раскладывая многочлен F (x, y, t) на мно-

жители над полем C∞{x}(A), получаем

F (x, y, t) =

N1∏
j=1

(
y − y

(1)
j (x, t)

) N2∏
j=1

(
y − y

(2)
j (x, t)

)
, (4.43)

где мы ввели нижний индекс j для нумерации рядов. Кроме того, мы пред-

полагаем, что выполнено Nk ∈ N ∪ {0}, k = 1, 2 и N1 + N2 > 0. Отметим,
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что соответствующее произведение отсутствует в представлении (4.43), если

Nk = 0, где k = 1 или k = 2. Поскольку многочлен F (x, y, t) в представ-

лении (4.43) неприводим, мы заключаем, что ряды y
(k)
1 (x, t), . . ., y(k)Nk

(x, t) в

силу Теоремы 4.2 должны быть попарно различными. Таким образом, коэф-

фициенты b
(k)
4,j (t), j = 1, . . . , Nk также должны быть попарно различными.

Далее потребуем, чтобы неполиномиальная часть выражения (4.43) обраща-

лась в нуль. Коэффициенты, стоящие при мономах yN1+N2−1x2−l, l = 3, 4, . . .,

порождают систему обыкновенных дифференциальных уравнений вида

N1∑
j=1

b
(1)
l,j (t) +

N2∑
j=1

b
(2)
l,j (t) = 0, l ∈ N, l ≥ 3. (4.44)

Заметим, что некоторые из уравнений на самом деле являются алгебраиче-

скими. При l = 3 соответствующее уравнение выглядит следующим образом:

27
√
−2ε(N1 −N2)h(t) + 2(N1 +N2)α(2α2 − 9σ) = 0. (4.45)

Из этого уравнения следует, что h(t) не зависит от t, если N1 ̸= N2. Этот

случай далее не рассматриваем. Пусть теперь N1 = N2. Тогда из уравне-

ния (4.45) получаем σ = 2α2/9. Используя условия совместности, находим

функцию h(t). Она принимает вид h(t) = h0 exp(−αt). Введем в рассмотрение

величины B
(k)
m (t) =

{
b
(k)
4,1(t)

}m

+. . .+
{
b
(k)
4,N1

(t)
}m

, где m ∈ N. Тогда уравнения

(4.44) при l = 4 и l = 5 можно представить в виде

B
(1)
1 (t) +B

(2)
1 (t) = 0, 3∂tB

(1)
1 (t) + 4αB

(1)
1 (t) = 0. (4.46)

Решая эти уравнения, находим

B
(1)
1 (t) = b1 exp

(
−4

3
αt

)
, B

(2)
1 (t) = −B(1)

1 (t), b1 ∈ C. (4.47)

Пусть N1 = N2 = 1. Тогда непосредственной проверкой убеждаемся, что

система (4.35) имеет семейство неавтономных алгебраических инвариантов

(4.38) с собственным значением λ(x, y, t) = −4α/3. Для удобства мы положили
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b1 = −
√
−2εC0/(2ε), где C0 – произвольная постоянная. Рассматривая следу-

ющие уравнения системы (4.44) и применяя метод математической индукции,

несложно найти функции B(1,2)
m (t) при m ≥ 2. Они принимают вид

B(1)
m (t) = bm exp

(
−4m

3
αt

)
, B

(2)
2 (t) = (−1)mB

(1)
2 (t), bm ∈ C. (4.48)

Учитывая произвольность параметра C0, мы убеждаемся, что других непри-

водимых неавтономных алгебраических инвариантов исследуемая система не

имеет. Теорема доказана.

Анализируя результаты Теоремы 4.4, несложно заметить, что семейство

неавтономных алгебраических инвариантов (4.38) порождает неавтономный

первый интеграл

I(x, y, t) =

(
y2 +

2

3
αxy +

1

2
εx4 +

1

9
α2x2

+2h0 exp(−αt)x) exp

(
4

3
αt

)
,

(4.49)

системы (4.44). Этот первый интеграл существует при выполнении условий

(4.37) и является обобщенным первым интегралом Дарбу. Найдем общее ре-

шение системы (4.44) с первым интегралом (4.49). Заметим, что наличие

первого интеграла позволяет понизить порядок в соответствующей системе.

Рассмотрим обыкновенное дифференциальное уравнение первого порядка

(xt)
2 +

2

3
αxxt +

1

2
εx4 +

1

9
α2x2 + 2h0 exp(−αt)x−C0 exp

(
−4

3
αt

)
= 0. (4.50)

Будем искать общее решение этого уравнения в виде x(t) = s(t)X(z), z = ψ(t).

Подберем функции s(t) и ψ(t) таким образом, чтобы после соответствующей

подстановки обыкновенное дифференциальное уравнение для функции X(z)

становилось автономным. В результате получим s(t) = exp(−αt/3), ψ(t) =

−3 exp(−αt/3)/α и

(Xz)
2 +

1

2
εX4 + 2h0X − C0 = 0. (4.51)
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Хорошо известно, что уравнение (4.51) интегрируется в эллиптических функ-

циях. Для построения общего решения воспользуемся методом, который будет

описан в Разделе 5.3. Асимптотический анализ решений уравнения (4.51) по-

казывает, что общее решение имеет полюсы первого порядка с вычетами

±
√
−2ε/ε. В силу автономности уравнения (4.51), любому решению X(z)

соответствует семейство решений X(z− z0), где z0 ∈ C – произвольная посто-

янная. При проведении вычислений эту постоянную будем опускать. Согласно

алгоритму Раздела 5.3 будем искать эллиптические решения уравнения (4.51)

в виде

X(z) =

√
−2ε

ε
ζ(z; g2, g3) −

√
−2ε

ε
ζ(z − a; g2, g3) + g0, (4.52)

где ζ(z; g2, g3) – дзета-функций Вейерштрасса, g2, g3, a, g0 – комплекснознач-

ные параметры, подлежащие определению. Параметры g2 и g3 называют мо-

дулярными инвариантами решетки периодов эллиптической функции Вейер-

штрасса ℘(z; g2, g3). Параметр a определяет положение в параллелограмме

периодов полюса с вычетом −
√
−2ε/ε. Далее введем обозначения

b = ℘(a; g2, g3), e = ℘z(a; g2, g3), g0 = g1 −
√
−2ε

ε
ζ(a; g2, g3). (4.53)

Заметим, что эллиптическая функция Вейерштрасса ℘(z; g2, g3) удовлетворя-

ет обыкновенному дифференциальному уравнению

(℘z)
2 = 4℘3 − g2℘− g3. (4.54)

Следовательно, справедливо равенство e2 = 4b3 − g2b− g3, которое позволяет

выразить инвариант g3 через остальные параметры. Раскладывая функцию

(4.52) в ряды Лорана в окрестности полюсов z = 0 и z = a, находим

X1(z) =

√
−2ε

εz
+ g1 +

√
−2εb

ε
z +

+∞∑
k=2

c
(1)
k zk;

X2(z) = −
√
−2ε

ε(z − a)
+ g1 −

√
−2εb

ε
(z − a) +

+∞∑
k=2

c
(2)
k (z − a)k,

(4.55)
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где коэффициенты
{
c
(1,2)
k , k ≥ 2

}
выражаются через параметры b, e, g2, g3 и

ε. Подставляя ряды (4.55) в уравнение (4.51) и приравнивая нулю коэффи-

циенты при отрицательных и нулевой степени относительно переменных z и

z − a, приходим к алгебраической системе. Решая эту систему, получаем

g1 = 0, b = 0, e =

√
−2εh0

4
, g2 = −εC0

2
, g3 =

εh20
8
. (4.56)

Заметим, что для вычисления инварианта g3 мы воспользовались уравнением

e2 = 4b3 − g2b− g3. Далее с помощью формулы сложения

ζ(z − a) = ζ(z) − ζ(a) +
1

2

℘z(z) + ℘z(a)

℘(z) − ℘(a)
(4.57)

и равенства g0 = g1−
√
−2εζ(a; g2, g3)/ε перепишем решение (4.52) следующим

образом:

X(z) = g1 −
√
−2ε

2ε

℘z(z) + e

℘(z) − b
. (4.58)

Тогда функция

X(z) =
εh0 − 2

√
−2ε℘z

(
z − z0;−εC0

2 ,
εh2

0

8

)
4ε℘

(
z − z0;−εC0

2 ,
εh2

0

8

) (4.59)

является общим решением уравнения (4.51). Возвращаясь к исходным пере-

менным, мы видим, что общее решение неавтономного уравнения Дуффинга

xtt + αxt + εx3 +
2

9
α2x+ h0 exp (−αt) = 0 (4.60)

можно представить в виде

x(t) =

{
εh0 + 2

√
−2ε℘z

(
3
α exp

(
−α

3 t
)

+ z0; g2,
εh2

0

8

)}
exp

(
−α

3 t
)

4ε℘
(

3
α exp

(
−α

3 t
)

+ z0; g2,
εh2

0

8

) , (4.61)

где z0 и g2 – произвольные постоянные, а производная по переменной z озна-

чает производную по аргументу. Заметим, что мы воспользовались свойством

четности функции ℘(z) и свойством нечетности функции ℘z(z).
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4.4 Неавтономная система Дуффинга – ван дер Поля

В качестве еще одной иллюстрации работы метода рядов Пюизе в неав-

тономном случае рассмотрим следующую двумерную неавтономную систему

xt = y, yt = −(3x2 + α)y − (εx3 + σx) − h(t), h(t) ∈ M, ε ̸= 0. (4.62)

Эта система также принадлежит семейству неавтономных систем Льенара.

Исключая переменную y из уравнений системы, приходим к обыкновенному

дифференциальному уравнению второго порядка вида

xtt + (3x2 + α)xt + (εx3 + σx) + h(t) = 0. (4.63)

Уравнение (4.63) называют неавтономным уравнением Дуффинга – ван дер

Поля [190]. Оно описывает нелинейные осцилляторы с квадратичной функци-

ей 3x2+α, задающей трение, и кубической функцией εx3+σx, определяющей

возвращающую силу. Функция h(t) характеризует внешнее возмущение.

Система (4.62) используется для моделирования управляемого магнитно-

го генератора, динамики плотности заряда в плазме радиочастотного газового

разряда [191]. В научных работах исследуется существование периодических

и хаотических траекторий, бифуркации и другие качественные свойства ре-

шений этого уравнения [191–193].

Поскольку автономный случай рассматривался в Разделе 3.4, мы поло-

жим h(t) ∈ M \ C. Действительно, применение метода рядов Пюизе в неав-

тономном случае к автономной системе (4.62) приводит к результатам, уже

изложенным в Разделе 3.4. Заметим, что наибольший интерес с прикладной

точки зрения представляет собой система (4.62) при наличии периодической

внешней силы, заданной, в частности, выражением h(t) = h0 cos(ωt), где h0,

ω ∈ R, см. [191–193].

Теорема 4.5. Пусть функция h(t) ∈ M \ C выбрана таким образом, что

линейное неоднородное обыкновенное дифференциальное уравнение первого
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порядка

wt + εw + h(t) = 0 (4.64)

имеет решение вида W (t) ∈ A. Тогда только при выполнении условия

σ = ε(α− ε) дифференциальная система (4.62) имеет неавтономные алгеб-

раические инварианты. При этом единственное семейство неприводимых

неавтономных алгебраических инвариантов выглядит следующим образом:

F (x, y, t) = y + x3 + (α− ε)x−W (t) − C0 exp{−εt}, (4.65)

где C0 ∈ C – произвольная постоянная. Собственное значение этих инвари-

антов не зависит от x, y и имеет вид λ(x, y, t) = −ε.

Доказательство. Неавтономные алгебраические инварианты системы (4.62)

удовлетворяют следующему линейному уравнению в частных производных:

Ft + yFx − {(3x2 + α)y + εx3 + σx+ h(t)}Fy = λ(x, y, t)F. (4.66)

Подставляя функцию F = F (x, t) в это уравнение, убеждаемся что не суще-

ствует инвариантов, не зависящих от y.

Пусть неприводимый обобщенный многочлен F (x, y, t) ∈ A[x, y] \ A[x]

является неавтономным алгебраическим инвариантом системы (4.62). Урав-

нение (4.14) принимает вид

yt + yyx + (3x2 + α)y + εx3 + σx+ h(t) = 0. (4.67)

Для всех функций x0(t) формальные функциональные ряды Пюизе вида

(4.12), удовлетворяющие уравнению (4.67), имеют неотрицательные показа-

тели степеней в доминантных членах. Следовательно, это же утверждение

справедливо и для обобщенных рядов Пюизе. Символом µ(x, t) обозначим

старший коэффициент относительно переменной y инварианта F (x, y, t). Ис-

пользуя Лемму 4.3 и ее следствие, находим µ(x, t) = µ0(t). Без ограничения

общности полагаем µ0 = 1.
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Существует только два доминантных баланса, которые порождают фор-

мальные функциональные ряды Пюизе с центром в точке x = ∞. Этим

балансам соответствуют следующие укороченные уравнения и асимптотики

при x→ ∞:
(I) : y(yx + 3x2) = 0, y(x, t) = −x3;

(II) : x2(3y + εx) = 0, y(x, t) = −ε
3
x.

(4.68)

В случае (I) соответствующей семейство формальных функциональных ря-

дов Пюизе имеет единственный показатель Ковалевской: j0 = 3. Условие сов-

местности выполняется автоматически. Таким образом, существует семейство

рядов с доминантным поведением y(x, t) = −x3, удовлетворяющее уравнению

(4.67) и имеющее произвольную коэффициентную функцию при мономе x0.

Эти ряды представляют собой формальные функциональные ряды Лорана.

Доминантный баланс в случае (II) не имеет показателей Ковалевской. Следо-

вательно, все его коэффициенты определяются единственным образом. Ана-

лизируя рекуррентные соотношения вида (4.32) для исследуемых балансов,

находим n0 = 1. Соответствующие ряды принимают вид

(I) : y(x, t) = −x3 + (ε− α)x+
+∞∑
l=3

bl(t)x
3−l;

(II) : y(x, t) = −ε
3
x+

+∞∑
l=2

al(t)x
1−l.

(4.69)

В случае (II) ряд является обобщенным рядом Лорана. Любой ряд семей-

ства в случае (I) является обобщенным рядом Лорана, если произвольный

коэффициент b3(t) и его производные принадлежат полю A.

Применим Теорему 4.2. Раскладывая многочлен F (x, y, t) на множители

над полем C∞{x}(A), получаем

F (x, y, t) =
N−k∏
j=1

(
y + x3 − (ε− α)x− b

(j)
0 (t) − . . .

)(
y +

ε

3
x− . . .

)k
, (4.70)

где мы ввели индекс j для нумерации рядов с различными коэффициентами
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b3(t). Многочлен F (x, y, t) в выражении (4.70) неприводим. Мы заключаем,

что ряды y1(x, t), . . ., yN−k(x, t) в силу Теоремы 4.2 должны быть попарно

различными. Таким образом, коэффициенты b
(j)
0 (t), j = 1, . . . , N − k также

должны быть попарно различными и k = 0 или k = 1.

Начнем со случая k = 1. Вычислим первые несколько коэффициентов по-

строенных рядов. Потребуем, чтобы неполиномиальная часть представления

(4.70) обращалась в нуль. В результате получим необходимые условия суще-

ствования неавтономных алгебраических инвариантов. Вычисляя коэффици-

енты при yN−1x−l, l ∈ N в представлении обобщенного многочлена F (x, y, t),

найдем следующие соотношения:

al+1(t) +
N−1∑
j=1

b
(j)
l+3(t) = 0, l ∈ N. (4.71)

Эти соотношения представляют собой или алгебраические уравнения, или

обыкновенные дифференциальные уравнения. Для удобства введем в рас-

смотрение величины Bm(t) =
{
b
(1)
0 (t)

}m

+ . . . +
{
b
(N−1)
0 (t)

}m

, где m ∈ N.

Заметим, что справедливы соотношения

B2, t = 2
N−1∑
j=1

b
(j)
0 b

(j)
0, t; B2, tt = 2

N−1∑
j=1

(
b
(j)
0 b

(j)
0, tt + {b(j)0, t}2

)
; . . . (4.72)

Рассмотрим подсистему, состоящую из семи первых уравнений системы (4.71).

Эта подсистема несовместна. Следовательно, в случае k = 1 не существует

неавтономных алгебраических инвариантов.

Далее исследуем случай k = 0. Введем обратимую замену переменных

x = s, y = z − s3 + (ε − α)s ↔ s = x, z = y + x3 − (ε − α)x. Переменную t

не меняем. В новых переменных получаем следующую дифференциальную

систему

st = z − s3 + (ε− α)s, zt = −εz + (ε{ε− α} − σ)s− h(t). (4.73)

Существует взаимно однозначное соответствие между неприводимыми неав-

тономными алгебраическими инвариантами F (x, y, t) системы (4.62) и непри-
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водимыми неавтономными алгебраическими инвариантами G(x, y, t) системы

(4.73). Разложение на множители в кольце C∞{s}(A)[z] инвариантов системы

(4.73) имеет вид

G(s, z, t) =

(
z − s3 +

{
4ε

3
− α

}
s− . . .

)k N−k∏
j=1

(
z − b

(j)
0 (t) − . . .

)
, (4.74)

где индекс k имеет тот же смысл, что и в выражении (4.70). Напомним,

что мы исследуем случай k = 0. Мы видим, что неприводимые неавтоном-

ные алгебраические инварианты системы (4.73) в этом случае имеют вид

G(s, z, t) = z − b
(j)
0 (t) и существуют, если ряды из семейства (I) обрываются

на нулевом члене. Отметим, что коэффициент b(j)0 (t) может не принадлежать

полю A. Ряды из семейства (I) обрываются на нулевом члене тогда и толь-

ко тогда, когда σ = ε(α − ε) и b
(j)
0 (t) является решением уравнения (4.64).

По условию теоремы это уравнение имеет решение W (t) из поля A. Тогда

мы заключаем, что многочлен G(x, y, t) = z −W (t) − C0 exp{−εt} является

элементом кольца A[s, z]. Далее мы возвращаемся к исходным переменным.

Собственное значение семейства неавтономных алгебраических инвари-

антов (4.65) находим с помощью Теоремы 4.3. В результате получаем λ(x, y, t)

= −ε. На этом шаге мы завершаем доказательство теоремы.

Замечание 1. Если обыкновенное дифференциальное уравнение (4.64)

не имеет решений из поля A, то выражение (4.65) по-прежнему определя-

ет единственное семейство неприводимых неавтономных алгебраических ин-

вариантов системы (4.62). Однако, в этом случае инварианты не являются

элементами кольца A[x, y].

Теорема 4.6. Предположим, что мы находимся в условиях Теоремы 4.5.

Дифференциальная система (4.62) не интегрируема с двумя независимыми

обобщенными первыми интегралами Дарбу. Только при выполнении условия

σ = ε(α − ε) система (4.62) имеет один независимый первый интеграл,
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который является обобщенной функцией Дарбу:

I1(x, y, t) =
{
y + x3 + (α− ε)x−W (t)

}
exp(εt). (4.75)

Доказательство. Вспомним, что собственное значение семейства неавтоном-

ных алгебраических инвариантов (4.65) постоянно. Следовательно, функция

(4.75) является первым интегралом дифференциальной системы (4.62) при

выполнении условия σ = ε(α− ε). Этот первый интеграл представляет собой

обобщенную функцию Дарбу.

Сначала рассмотрим случай σ = ε(α− ε). Предположим, что существует

еще один обобщенный первый интеграл Дарбу I2(x, y, t), не зависимый по

отношению к первому интегралу I1(x, y, t). Мы установили в Теореме 4.5,

что рассматриваемая система имеет единственное семейство неприводимых

неавтономных алгебраических инвариантов, заданных соотношением (4.65).

Следовательно, искомый первый интеграл имеет вид

I2(x, y, t) =
K∏
k=1

(
y + x3 + (α− ε)x−W (t) − Ck

exp{εt}

)dk

exp[R(x, y, t)],

(4.76)

где d1, . . ., dK ∈ C и R(x, y, t) ∈ A(x, y). Выражая переменную y из первого

интеграла I1(x, y, t) и переопределяя I2(x, y, t), мы можем без ограничения

общности предположить, что независимый по отношению к I1(x, y, t) обоб-

щенный первый интеграл Дарбу выглядит следующим образом: Ĩ2(x, y, t) =

exp[R̃(x, y, t)], где R̃(x, y, t) ∈ A(x, y). Далее мы заключаем, что функция

R̃(x, y, t) является обобщенным рациональным первым интегралом системы

(4.62). В этом случае числитель и знаменатель функции R̃(x, y, t) представ-

ляют собой неавтономные алгебраические инварианты исследуемой системы.

Следовательно, первые интегралы I1(x, y, t) и I2(x, y, t) зависимы. Мы при-

шли к противоречию.

Предположим, что при σ ̸= ε(α − ε) система (4.62) имеет обобщенный

первый интеграл Дарбу. Тогда он выглядит следующим образом: I(x, y, t) =
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exp[R(x, y, t)], где R(x, y, t) ∈ A(x, y). Значит, как и ранее, функция R(x, y, t)

является обобщенным рациональным первым интегралом системы (4.62). В

силу того, что исследуемая система при σ ̸= ε(α− ε) не имеет неавтономных

алгебраических инвариантов, мы видим, что первые интегралы, являющиеся

обобщенными функциями Дарбу, также не существуют.

В заключение этого раздела отметим, что описанный в настоящей главе

метод может быть использован при выполнении классификации неавтоном-

ных алгебраических инвариантов для многих других неавтономных двумер-

ных дифференциальных систем. В частности, еще один пример неавтономной

системы Льенара рассматривался в статье [194].
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5 Мероморфные решения автономных алгебра-

ических обыкновенных дифференциальных урав-

нений

5.1 Существование мероморфных решений и теория

Неванлинны

Изучение аналитического продолжения решений, определяемых теоремой

о локальном существовании и единственности, является одной из важнейших

задач аналитической теории обыкновенных дифференциальных уравнений.

Если область существования может быть продолжена на всю комплексную

плоскость C за исключением, быть может, счетного числа точек, являющихся

полюсами однозначного решения, то соответствующее решение – мероморф-

ная функция. Хорошо известно, что во многих случаях важные с прикладной

точки зрения решения дифференциальных уравнений являются мероморфны-

ми функциями. Более того, для большого числа дифференциальных уравне-

ний все известные точные решения мероморфны [28]. Существование, явные

представления, характеристики роста и другие свойства мероморфных реше-

ний обыкновенных дифференциальных уравнений интенсивно изучаются в

последние годы [36,41,42,87,89,90,195–200].

Рассмотрим автономное алгебраическое обыкновенное дифференциаль-

ное уравнение порядка k, имеющее вид (1.9). Определение степени диффе-

ренциального монома алгебраического обыкновенного дифференциального
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уравнения было дано в Разделе 1.5. Дифференциальный моном, имеющий

наибольшую степень среди всех дифференциальных мономов рассматрива-

емого дифференциального уравнения, будем называть доминантным диф-

ференциальным мономом. Следующее свойство достаточно часто является

ключевым в работах, посвященных классификации мероморфных решений

обыкновенных дифференциальных уравнений.

Свойство конечности. Лишь конечное конечное число формальных

рядов Лорана вида

x(t) =
+∞∑
k=0

akt
k−p, p ∈ N, (5.1)

удовлетворяет уравнению (1.9).

Классификация мероморфных решений для некоторых семейств автоном-

ных алгебраических обыкновенных дифференциальных уравнений, обладаю-

щих свойством конечности, выполнена, например, в работах [42,87, 88, 90, 91].

Если уравнение (1.9) имеет свойство конечности и один доминантный диффе-

ренциальный моном, тогда все его трансцендентные мероморфные решения

исчерпываются эллиптическими и просто-периодическими вида R(exp[bt]),

где R(s) – рациональная функция и b ∈ C \ {0}. Этот результат был получен

А.E. Еременко [42]. В следующем разделе будет показано, что аналогичная

теорема справедлива и для уравнений (1.9), обладающих свойством конечно-

сти и двумя доминантными дифференциальными мономами вида λxl{xt−µx},

где λµ ̸= 0 и l ∈ N. Основными инструментами при выводе структуры ме-

роморфных решений обыкновенных дифференциальных уравнений со свой-

ством конечности являются лемма Клуни и другие результаты теории Неван-

линны.

Лемма 5.1. Предположим, что ряд Лорана (5.1) с однозначно определен-

ными коэффициентами и числом p ∈ N удовлетворяет алгебраическому

обыкновенному дифференциальному уравнению, тогда это уравнение име-
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ет не более одного мероморфного решения, которое можно разложить в

окрестности точки t = 0 в заданный ряд Лорана.

Эта лемма легко доказывается с помощью свойств рядов Лорана и един-

ственности аналитического продолжения.

Символом T (r, x) обозначим характеристическую функцию Неванлинны

мероморфной функции x(t). Напомним, что справедливо равенство T (r, x) =

m(r, x) +N(r, x), где m(r, x) – функция приближения и N(r, x) – интегриро-

ванная функция числа полюсов. Эти функции определяются равенствами

m(r, x) =
1

2π

∫ 2π

0

ln+ |x(reiφ)|dφ,

N(r, x) =

∫ r

0

n(s, x) − n(0, x)

s
ds+ n(0, x) ln r,

(5.2)

где ln+(q) = max{ln q, 0} и n(s, x) обозначает количество полюсов функции

x(t) в круге {t ∈ C : |t| ≤ s}. Каждый полюс подсчитывается в соответствии

с его кратностью.

Лемма 5.2 (Лемма Клуни). Пусть трансцендентная мероморфная функция

x(t) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному уравнению вида

xlP (t, x, xt, . . .) = Q(t, x, xt, . . .), l ∈ N, (5.3)

где P , Q — это многочлены относительно функции x(t) и ее производных с

рациональными коэффициентами. Если степень многочлена Q не превосхо-

дит числа l, то справедлива оценка

m(r, P (t, x, xt, . . .)) = O(ln{rT (r, x)}), r → ∞, (5.4)

возможно, вне множества значений r конечной линейной меры.

Доказательство этой леммы приведено в книгах [201–203]. Напомним, что

порядком ϱ мероморфной функции x(t) называют число, заданное соотноше-

нием

ϱ = lim
r→∞

lnT (r, x)

ln r
. (5.5)
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Если порядок ϱ конечен, то мероморфную функцию x(t) называют мероморф-

ной функцией конечного порядка.

5.2 Дифференциальные уравнения с двумя доминант-

ными дифференциальными мономами

В этом разделе мы рассмотрим автономные алгебраические обыкновен-

ные дифференциальные уравнения, обладающие двумя доминантными диф-

ференциальными мономами, которые образуют следующий доминантный ба-

ланс

λxl{xt − µx}, λµ ̸= 0, l ∈ N. (5.6)

При доказательстве Теорем 5.1 и 5.2 мы предполагаем, что все асимп-

тотические соотношения справедливы при достаточно больших значениях

параметра r, возможно, вне множества значений r конечной линейной меры,

как в Лемме 5.2.

Теорема 5.1. Если дифференциальное уравнение (1.9) с двумя доминант-

ными дифференциальными мономами, заданными выражением (5.6), имеет

трансцендентное мероморфное решение с конечным числом полюсов, то это

решение имеет вид

x(t) = h0 + h1 exp [µt] , (5.7)

где h0 ∈ C и h1 ∈ C \ {0} — некоторые постоянные.

Доказательство. Пусть x(t) является трансцендентным мероморфным ре-

шением уравнения (1.9). Также предположим, что x(t) имеет конечно число

полюсов. Следовательно, мы можем представить x(t) в виде

x(t) = X(t) +R1(t), (5.8)

где X(t) – трансцендентная целая функция, а R1(t) – рациональная функция.

Применяя Лемму Клуни 5.2 к уравнению (1.9), получаем m(r, xt − µx) =
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O(ln {rT (r, x)}). Поскольку x(t) имеет конечное число полюсов, мы видим,

что интегрированная функция числа полюсов ведет себя следующим образом:

N(r, x) = O(ln r). Приходим к асимптотическому соотношениюN(r, xt−µx) =

O(ln r). Оценим характеристическую функцию Неванлинны. В результате

получаем T (r, xt − µx) = O(ln {rT (r, x)}). Из этого соотношения следует, что

x(t) имеет конечный порядок и T (r, xt−µx) = O(ln r). Далее заключаем, что

функция xt − µx является рациональной. Обозначим эту функцию символом

R2(t) и рассмотрим дифференциальное уравнение xt−µx = R2(t). Подставляя

представление (5.8) в это уравнение, находимXt−µX = S1(t), где S1(t) = R2+

µR1 −R1,t. Мы утверждаем, что S1(t) является многочленом. Действительно,

предполагая противное и выполняя в уравнении Xt−µX = S1(t) сингулярный

анализ в окрестности полюса t0 ∈ C функции S1(t) , мы видим, что t0 является

или полюсом, или точкой ветвления для X(t). Но X(t) – целая функция.

Пришли к противоречию.

Общее решение дифференциального уравнения Xt − µX = S1(t) прини-

мает вид

X(t) = h1 exp (µt) + S2(t). (5.9)

В этом выражении S2(t) – многочлен и h1 ∈ C – произвольная постоянная.

Таким образом, мы получаем общее представление для трансцендентных ме-

роморфных решений с конечным числом полюсов. Оно выглядит следующим

образом:

x(t) = h1 exp (µt) +R3(t), (5.10)

где R3(t) = R1(t) + S2(t) – рациональная функция. Если h1 = 0, то x(t) не

является трансцендентной функцией. Поэтому полагаем h1 ̸= 0. Подставляя

выражение (5.10) в уравнение (1.9) и приравнивая нулю коэффициент при

exp (lµt), находим R3,t − µR3 + A = 0, где A ∈ C – некоторая константа.

Любое рациональное решение такого дифференциального уравнения является

константой. На этом мы завершаем доказательство.
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Теорема 5.2. Предположим, что существует M ∈ N попарно различных

рядов Лорана

x(j)(t) =

pj∑
n=1

a
(j)
−n

tn
+

+∞∑
n=0

a(j)n tn, pj ∈ N, j = 1, . . . ,M, (5.11)

удовлетворяющих уравнению (1.9) с двумя доминантными дифференциаль-

ными мономами, заданными выражением (5.6). Если дифференциальное

уравнение (1.9) имеет трансцендентное мероморфное решение с бесконеч-

ным числом полюсов, то это решения являются либо эллиптическим, либо

про-

сто-периодическим вида

x(t) = δ

{
M∑
j=1

εj

pj∑
n=1

(−1)n−1a
(j)
−n

(n− 1)!

dn−1

dtn−1

}
cot (δ{t− tj})

+h0 + h1 exp (µt) ,

(5.12)

где t1, . . ., tM – попарно различные полюсы, лежащие в полосе периодов. При

этом εj = 1, если решение x(t) имеет полюсы с рядом Лорана x(j)(t), или

εj = 0 в противном случае, h0 и h1 — некоторые постоянные. Если h1 ̸= 0,

то существует число q ∈ Q/{0}, q > 0 такое, что выполнено соотношение

2δ = qµi.

Доказательство. Пусть x(t) является трансцендентным мероморфным ре-

шением уравнения (1.9) и имеет бесконечное число полюсов. Поскольку число

попарно различных рядов Лорана вида (5.1), которые удовлетворяют урав-

нению (1.9), конечно, мы видим, что существуют два различных полюса α1,

α2 ∈ C, α1 ̸= α2 такие, что функции x(t+ α1) и x(t+ α2) раскладываются в

один и тот же ряд Лорана в окрестности начала координат. Кроме того, эти

функции удовлетворяют уравнению (1.9) в силу автономности последнего. Из

Леммы 5.1 получаем равенство x(t+α1) ≡ x(t+α2). Откуда следует условие

периодичности функции x(t): x(t) ≡ x(t+α2−α1). Периодическая мероморф-

ная функция является или эллиптической, или просто-периодической. Если
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x(t) – эллиптическая функция, то теорема доказана. Далее предположим, что

x(t) – просто-периодическая мероморфная функция. Аналогично предыду-

щим рассуждениям, мы приходим к выводу, что x(t) не может иметь более

M различных полюсов в полосе периодов.

Ряды Лорана вида (5.1), удовлетворяющие уравнению (1.9), приведены

в соотношении (5.11). Используя равенство

π

T
cot

(
πt

T

)
=

1

t
+

∑
n∈Z, n̸=0

(
1

t− nT
+

1

nT

)
, (5.13)

где T ∈ C \ {0} является основным периодом функции cot(πt/T ), мы видим,

что x(t) можно представить в виде

x(t) = X(t) +R1(t),

R1(t) = δ

{
M∑
j=1

εj

pj∑
n=1

(−1)n−1a
(j)
−n

(n− 1)!

dn−1

dtn−1

}
cot (δ{t− tj}) , δ =

π

T
,

(5.14)

где t1, . . ., tM – попарно различные полюсы, лежащие в полосе периодов, εj =

1, если x(t) имеет полюсы с рядом Лорана x(j)(t) и εj = 0 в противном случае,

и X(t) – периодическая целая функция. Применяя Лемму Клуни 5.2 к уравне-

нию (1.9), находим m(r, xt − µx) = O(ln {rT (r, x)}). Интегрированная функ-

ция числа полюсов может быть оценена следующим образом: N(r, x) = O(r).

В результате приходим к асимптотическому соотношениюN(r, xt−µx) = O(r).

Следовательно, x(t) является просто-периодической мероморфной функцией

конечного порядка и выполнено условие T (r, xt − µx) = O(r).

Мы видим, что существует число σ ∈ C \ {0}, такое что функция xt−µx

является рациональной относительно exp(σt). Рассмотрим обыкновенное диф-

ференциальное уравнение xt − µx = R2(t), где R2(t) рациональная функ-

ция относительно exp(σt). Подставляя представление (5.14) в это уравне-

ние, мы находим обыкновенное дифференциальное уравнение для периоди-

ческой целой функции X(t). Это уравнение имеет вид Xt − µX = S(t), где

S(t) = R2 −R1,t + µR1. Мы утверждаем, что мероморфная функция S(t) не
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имеет полюсов. Действительно, предполагая противное и выполняя сингуляр-

ный анализ в уравненииXt−µX = S(t) в окрестности полюса t0 ∈ C функции

S(t), мы видим, что t0 является полюсом или точкой ветвления целой функ-

ции X(t). Пришли к противоречию. Следовательно, функцию S(t) можно

представить в виде S(t) = S1(t) + S2(t), где S1(t) – многочлен относительно

exp(σt) и S2(t) – многочлен относительно exp(−σt). Общее решение диффе-

ренциального уравнения Xt−µX = S1(t) +S2(t), являющееся периодической

функцией, выглядит следующим образом:

X(t) = h1 exp (µt) +Q1(t) +Q2(t), (5.15)

где h1 ∈ C – произвольная постоянная и Q1(t), Q2(t) – многочлены относи-

тельно exp(σt), exp(−σt) соответственно. Подставляя соотношение (5.15) в

выражение (5.14), находим

x(t) = δ

{
M∑
j=1

εj

pj∑
n=1

(−1)n−1a
(j)
−n

(n− 1)!

dn−1

dtn−1

}
cot (δ{t− tj}) + h1 exp (µt)

+Q1(t) +Q2(t).

(5.16)

Отметим, что параметры σ, δ и µ не являются независимыми, поскольку функ-

ция (5.16) является просто-периодической мероморфной. Обозначим основной

период этой функции символом τ ∈ C. Тогда эти параметры выражаются

через τ .

Далее рассмотрим следующее асимптотическое представление

x(t) = A1 exp (θ1t) + A2 exp (θ2t) + o {exp (θ2t)} ,

Re(θ1t) > Re(θ2t), t→ ∞,
(5.17)

где A1 ̸= 0, A2, θ1, θ2 – константы, а переменная t стремится к бесконеч-

ности вдоль такого пути, что выполнено условие Re(θ1t) > 0. Подставляя

это представление в уравнение (1.9) и приравнивая нулю коэффициенты при

exp(θ1{l + 1}t), exp({θ1l + θ2}t), находим θ1 = µ и θ2 = 0.
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Выражение (5.17) является асимптотикой для решения (5.16). Анализи-

руя эти соотношения, получаем

x(t) = δ

{
M∑
j=1

εj

pj∑
n=1

(−1)n−1a
(j)
−n

(n− 1)!

dn−1

dtn−1

}
cot (δ{t− tj})

+h1 exp (µt) + h0,

(5.18)

Завершая доказательство, нам остается отметить, что функции cot (δ {t− tj}),

1 ≤ j ≤ M и exp (µt) должны иметь совпадающий период. Следовательно,

если h1 ̸= 0, то существует такое положительное число q ∈ Q, что выполнено

соотношение 2δ = qµi.

Если существует бесконечное число рядов Лорана (5.1), удовлетворяю-

щих уравнению (1.9) с двумя доминантными дифференциальными мономами

вида (5.6), то результаты Теоремы 5.2 могут быть использованы для класси-

фикации мероморфных просто-периодических решений с конечным числом

полюсов в полосе периодов. Справедлива следующая теорема.

Теорема 5.3. Пусть дифференциальное уравнение (1.9) с двумя доминант-

ными дифференциальными мономами, заданными выражением (5.6), имеет

просто-периодическое мероморфное решение с конечным числом полюсов в

полосе периодов. Тогда такое решение имеет вид (5.12).

Далее докажем простое утверждение, позволяющее связать параметры

δ и µ, появляющиеся в представлении (5.12).

Лемма 5.3. Пусть t стремится к бесконечности вдоль такого пути, что

выполнено условие Re {µt} > 0. Тогда для функции (5.12) справедливо асимп-

тотическое представление

x(t) = h1 exp [µt] + h0 +
qµ

2

M∑
j=1

εja
(j)
−1 + o(1), Re {µt} > 0, t→ ∞. (5.19)
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Доказательство. Подставим равенство 2δ = qµi, где q ∈ Q/{0} и q > 0, в

соотношение

cot [δ {t− tj}] =
{1 + exp[−2iδ(t− tj)]} i

1 − exp[−2iδ(t− tj)]
(5.20)

В результате получим

cot [δ {t− tj}] =
{1 + exp[qµ(t− tj)]} i

1 − exp[qµ(t− tj)]
. (5.21)

Вычисляя предел при t→ ∞, Re {µt} > 0, находим

cot [δ {t− tj}] = −i+ o(1), Re {µt} > 0, t→ ∞,

dn

dtn
cot [δ {t− tj}] = o(1), Re {µt} > 0, t→ ∞, n ∈ N.

(5.22)

Далее подставляем эти асимптотические соотношения в выражение (5.12).

Отметим, что с помощью равенства i cot (is) = coth s тригонометриче-

ская функция cot (is) преобразуется в гиперболическую coth s. Следователь-

но, используя подстановку δ = iω, мы можем привести соотношение (5.12) к

виду

x(t) = ω

{
M∑
j=1

εj

pj∑
n=1

(−1)n−1a
(j)
−n

(n− 1)!

dn−1

dtn−1

}
coth (ω{t− tj})

+h0 + h1 exp [µt] ,

(5.23)

где 2ω = qµ, q ∈ Q/{0}, q > 0, если h1 ̸= 0.

В рамках Теорем 5.1 и 5.2 получено общее представление всех трансцен-

дентных мероморфных решений уравнений вида (1.9), обладающих свойством

конечности и двумя доминантными дифференциальными мономами (5.6). Да-

лее возникает проблема поиска этих решений в явном виде. В следующем

разделе будет показано, что метод рядов Пюизе может быть использован для

построения и классификации трансцендентных мероморфных решений, явля-

ющихся или эллиптическими функциями, или композицией рациональной и

экспоненциальной функций.
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5.3 Алгоритм нахождения W-мероморфных решений в

явном виде

Определим W как множество всех трансцендентных мероморфных функ-

ций, которые являются или эллиптическими, или просто-периодическими ви-

да R(exp{αt}), где R(s) – рациональная функция и α ∈ C\{0}. Это название

было дано А. Е. Еременко в честь К. Вейерштрасса (K. Weierstrass).

Множество W обладает двумя замечательными свойствами. Во-первых,

любая функция x(t) из W имеет алгебраическую теорему сложения. Пусть су-

ществует неприводимый многочлен трех переменных G(u1, u2, u3) ∈ C[u1, u2,

u3] \ C такой, что для любых t ∈ C и s ∈ C справедливо соотношение

G(x(t), x(s), x(t+ s)) = 0. Тогда будем говорить, что для мероморфной функ-

ции x(t) справедлива алгебраическая теорема сложения. Отметим, что ко-

эффициенты многочлена G не должны зависеть от t и s. Хорошо известно,

что не существует трансцендентных мероморфных функций, отличных от

функций из W, обладающих алгебраической теоремой сложения. Этот факт

был доказан К. Вейерштрассом (K. Weierstrass). Во-вторых, любая функция

x(t), принадлежащая множеству W, является решением автономного алгеб-

раического обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка

F (x, xt) = 0, где F (x, y) – неприводимый многочлен двух переменных [40].

Таким образом, мы заключаем, что решения уравнения (1.9) из множества

W являются алгебраически инвариантными решениями. Следовательно, мы

можем использовать метод рядов Пюизе для нахождения W-мероморфных

решений.

Для построения некоторых W-мероморфных решений М. Мюзетт (M. Mu-

sette) и Р. Конт (R. Conte) предложили метод [30, 32], который назвали ме-

тодом вспомогательного уравнения. Отметим, что этот метод не позволяет

находить все W-мероморфные решения для уравнений вида (1.9), не обла-
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дающих свойством конечности и (или) имеющих несколько доминантных

дифференциальных мономов. В то же время метод рядов Пюизе, описанный

в Разделе 1.4, лишен этого недостатка и для широких классов уравнений

(1.9) без свойства конечности и (или) с несколькими доминантными диффе-

ренциальными мономами позволяет находить все W-мероморфные решения.

Отметим особенности метода, в случае если нас интересуют именно решения

из множества W.

Теорема 5.4. Пусть x(t) является W-мероморфным решением уравнения

(1.9). Тогда существует неприводимый в кольце C[x, y] \ C[x] многочлен

F (x, y) и число N ∈ N такие, что x(t) удовлетворяет алгебраическому

обыкновенному дифференциальному уравнению первого порядка F (x, xt) = 0,

где многочлен F (x, y) имеет вид

F (x, y) =

{
N∏
j=1

{y − yj,∞(x)}

}
+

. (5.24)

В этом выражении y1,∞(x), . . ., yN,∞(x) – попарно различные ряды Пюизе

из поля C∞{x}, которые

(A): являются решениями уравнения (1.11);

(B): имеют доминантный моном вида b(j)0 x или b
(j)
0 x(pj+1)/pj , где b(j)0 ̸= 0 и

pj ∈ N – порядок некоторого полюса x(t);

(C): удовлетворяют условиям{
N∑
j=1

(yj,∞(x))k

}
−

= 0, 1 ≤ k ≤ N. (5.25)

Доказательство. Хорошо известно, что любое W-мероморфное решение урав-

нения (1.9) также удовлетворяет уравнению F (x, xt) = 0, где многочлен
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F (x, y) ∈ C[x, y] \ C[x] неприводим в кольце C[x, y], см. [40]. Справедли-

вость представления (5.24) и условия (A) следует из Теоремы 1.1 и Леммы

1.2 соответственно.

Как и ранее, символом µ(x) ∈ C[x] обозначим старший коэффициентом

многочлена F (x, y) относительно переменной y. Покажем, что µ(x) является

константой. От противного. Пусть x0 ∈ C – нуль многочлена µ(x). Разложим

многочлен F (x, y) на множители в кольце Cx0
{x}[y]. В результате получим

F (x, y) = µ(x)
N∏
j=1

{y − yj,x0
(x)} , (5.26)

где по Лемме 1.3 ряды Пюизе y1,x0
(x), . . ., yN,x0

(x) из поля Cx0
{x} удовлетво-

ряют уравнению (1.11). Существует индекс j0 такой, что показатель степени

доминантного члена ряда yj0,x0
(x) имеет отрицательный знак. Действительно,

предполагая противное, мы видим, что алгебраические кривые F (x, y) = 0 и

x− x0 = 0 пересекаются на бесконечном множестве точек. В соответствии с

теоремой Безу, эти кривые имеют общую компоненту. Эта компонента имеет

вид x− x0 = 0. Следовательно, многочлен F (x, y) приводим в кольце C[x, y].

Пришли к противоречию. Далее рассмотрим диаграмму Ньютона для обыкно-

венного дифференциального уравнения xt = yj0,x0
(x(t)). Несложно убедиться,

что выражение xt− b
(j0)
0 (x−x0)

r является доминантным балансом этого урав-

нения. Напомним, что справедливы следующие условия: r ∈ Q и r < 0. Решая

уравнение xt − b
(j0)
0 (x− x0)

r = 0, находим x(t) − x0 = b̃
(j0)
0 (t− t0)

−1/(r−1), где

t0 ∈ C и b̃(j0)0 ∈ C\{0}. Это выражение определяет асимптотическое поведение

функции x(t) в окрестности точки t0 ∈ C. Функция x(t) с такой асимптотикой

не является однозначной, поскольку 1/(r − 1) ̸∈ Z. Мы пришли к противо-

речию, см. также [204]. Таким образом, многочлен µ(x) не имеет нулей. Без

ограничения общности полагаем µ(x) ≡ 1.

Далее исследуем доминантное поведение рядов в представлении (5.24).

Уравнение F (x, y) = 0 определяет компактную риманову поверхность, кото-
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рую обозначим символом R. Получающееся множество R обладает комплекс-

ной структурой, описываемой локальными картами. Мероморфная функция

x порождает отображение f : C → R, определяемой выражением f(t) =

(x(t), xt(t)). Отметим, что если x является эллиптической функцией, то f

можно определить как непостоянное голоморфное отображение тора C/Λ на

поверхность R. Здесь Λ представляет собой решетку, образованную двумя

основными периодами функции x. Также введем проекцию π : R → Cx

по правилу π(x, y) = x. Пусть P ⊂ R – это множество точек, проекти-

руемых отображением π в x = ∞. Рассмотрим точку s ∈ P . Если s не

имеет прообразов относительно отображения f , то x не может быть эллип-

тической функцией и, следовательно, x является рациональной функцией

относительно exp(αt), α ∈ C \ {0}. Справедливо следующее асимптотиче-

ское представление: x(t) = exp(ωt)(a0 + o(1)), xt(t) = exp(ωt)(a0ω + o(1)),

a0ω ̸= 0, |t| > r0, φ1 < arg t < φ2. Это представление определяет ряд Пюи-

зе yj,∞(x) с доминантным поведением b
(j)
0 x. Пусть теперь s имеет прообраз

относительно преобразования f . Тогда этот прообраз является некоторым по-

люсом t0 ∈ C функции x. Обозначим символом pj ∈ N порядок этого полюса.

Используя представления в окрестности полюса: x(t) = (t− t0)
−pj(e0 + o(1))

и xt(t) = (t− t0)
−pj−1(−pje0 + o(1)), e0 ≠ 0, t→ t0, мы находим доминантное

поведение соответствующего ряда Пюизе. Оно имеет вид b(j)0 x(pj+1)/pj . Условие

(B) доказано, см. также [196].

Несложно убедиться, что условие (C) является следствием Леммы 1.5.

Следствие 1. Если не существует рядов Пюизе из поля C∞{x} с доми-

нантным поведением вида b(j)0 x или b(j)0 x(pj+1)/pj , b(j)0 ̸= 0, которые удовлетворя-

ют уравнению (1.11), то уравнение (1.9) не имеет W-мероморфных решений.

Следствие 2. Пусть x(t) является эллиптической функцией. Тогда ря-

ды Пюизе из поля C∞{x} с доминантным поведением вида b(j)0 x, b(j)0 ̸= 0 не
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могут появляться в представлении (5.24) многочлена F (x, y). Действительно,

параллелограмм периодов эллиптической функции является ограниченным

множеством, поэтому любая точка s ∈ P имеет прообраз относительно пре-

образования π.

Следствие 3. Пусть x является просто-периодической W-мероморфной

функцией. Если в представлении (5.24) появляются несколько различных

рядов Пюизе из поля C∞{x} с доминантным поведением вида b(j)0 x, b(j)0 ̸= 0, то

такие ряды имеют не более двух различных старших коэффициентов b(j)0 . Это

утверждение следует из разложения рациональной функции на простейшие

дроби, в которое необходимо подставить exp(αt), α ∈ C \ {0}.

Отметим, что параметр N в представлении (5.24) ограничен, если чис-

ло различных рядов Пюизе, удовлетворяющих условиям (A) и (B) Теоремы

5.4, конечно. В этом случае, решая алгебраическую систему, возникающую

из условия (C), мы можем построить все обыкновенные дифференциальные

уравнения вида F (x, xt) = 0, определяющие W-мероморфные решения урав-

нения (1.9). Наиболее сложны для анализа случаи, когда параметр N заранее

неизвестен и все ряды Пюизе в представлении (5.24) имеют хотя бы один про-

извольный коэффициент (произвольный в том смысле, что он не может быть

найден из уравнения (1.11)). В такой ситуации для решения алгебраической

системы, возникающей из условия (C), может применяться Теорема 1.5.

Далее покажем, что рады Лорана (5.1), удовлетворяющие уравнению

(1.9), порождают ряды Пюизе, появляющиеся в представлении (5.24).

Лемма 5.4. Пусть E[x(t)] является доминантным балансом для точки

t = 0 уравнения (1.9). Если этот баланс порождает ряд Лорана (5.1) с до-

минантным поведением x(t) = a0t
−p, t → 0, то у уравнения (1.11) есть

доминантный баланс W [y(x), x], которому соответствуют p рядов Пюи-

зе с доминантным поведением y(x) = −pa−1/p
0 x(p+1)/p, x → ∞. Более того,

для каждого показателя Ковалевской k0 ∈ N ∪ {0} баланса E[x(t)] на функ-
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ции x(t) = a0t
−p существует показатель Ковалевской l0 = k0/p баланса

W [y(x), x] на функции y(x) = −pa−1/p
0 x(p+1)/p.

Доказательство. По построению преобразование y(x) = xt(t), x = x(t) свя-

зывает доминантные балансы уравнений (1.9) и (1.11). Меняя зависимую и

независимую переменные в ряде (5.1), получаем p рядов Пюизе с доминант-

ным поведением t = a
1/p
0 x−1/p, x → ∞. Далее продифференцируем ряд (5.1)

по переменной t и подставим полученные ряды Пюизе t = a
1/p
0 x−1/p+. . . в этот

ряд. В результате найдем p рядов Пюизе вида (1.13), где n0 = p, n1 = p+ 1 и

b0 = −pa−1/p
0 .

Пусть k0 ∈ N ∪ {0} является показателем Ковалевской баланса E[x(t)]

на функции x(t) = a0t
−p. Повторяя предыдущие действия, отслеживаем ко-

эффициент ak0. Первое появление коэффициента ak0 в получающихся рядах

Пюизе происходит при мономе x(p+1)/p−k0/p. Таким образом, мы заключаем,

что число l0 = k0/p является показателем Ковалевской баланса W [y(x), x] на

функции y(x) = −pa−1/p
0 x(p+1)/p.

Замечание 1. Соотношение l0 = k0/p справедливо для всех показателей

Ковалевской балансов E[x(t)] и W [y(x), x] на соответствующих функциях, за

исключением показателя k0 = −1. Также условия совместности для соответ-

ствующих показателей Ковалевской порождают одни и те же алгебраические

многообразия относительно коэффициентов исходных уравнений.

Замечание 2. Поскольку показатели Ковалевской k0 ̸∈ N ∪ {0} баланса

E[x(t)] не порождают произвольные коэффициенты рядов Лорана (5.1), соот-

ветствующие им показатели Ковалевской k0/p баланса W [y(x), x] можно не

учитывать при нахождении алгебраических инвариантов, соответствующих

W-мероморфным решениям. Другими словами, коэффициенты, соответству-

ющие этим показателям, можно считать нулевыми. Отметим, что это заме-

чание справедливо только для рядов Пюизе из Теоремы 5.4 с доминантным

поведением b0x
(p+1)/p.

312



Предположим, что мы нашли все неприводимые алгебраические инвари-

анты уравнения (1.9) такие, что справедливы все ограничения Теоремы 5.4.

Выбирая инварианты, для которых выполняются дополнительные ограниче-

ния, указанные ниже, мы можем найти все мероморфные решения уравнения

(1.9) из множества W. Символом △yF (x, y) обозначим дискриминант F (x, y)

относительно переменной y. Дополнительные ограничения имеют вид:

1. любой нуль x0 ∈ C дискриминанта △yF (x, y) является постоянным

решением уравнения F (x, xt) = 0;

2. для любого x0 ∈ C, являющегося нулем дискриминанта △yF (x, y), каж-

дый ряд Пюизе yx0
(x) из поля Cx0

{x}, который удовлетворяет уравне-

нию F (x, y) = 0 и имеет индекс ветвления m, отличный от 1, принимает

вид

yx0
(x) = c0 + cn(x− x0)

n
m + . . . , n ≥ m− 1; (5.27)

3. индекс ветвления любого ряда Пюизе yj,∞(x), появляющегося в представ-

лении (5.24) и имеющего доминантное поведение b(j)0 w(pj+1)/pj , b(j)0 ̸= 0,

равен pj ∈ N.

Эти условия называют условиями Фукса [41]. Если род алгебраической

кривой F (x, y) = 0, заданной инвариантом F (x, y), равен нулю, то уравне-

ние F (x, xt) = 0 интегрируется в просто-периодических мероморфных функ-

циях. В этом случае рациональная параметризация алгебраической кривой

F (x, y) = 0 может быть использована для нахождения решений в явном виде.

Аналогичный подход использовался в Разделе 1.6.

Если род алгебраической кривой F (x, y) = 0, заданной инвариантом

F (x, y), равен единице, то уравнение F (x, xt) = 0 интегрируется в эллиптиче-

ских функциях. Любую эллиптическую функцию можно представить в виде

рациональной функции от эллиптической функции Вейерштрасса ℘(t; g2, g3)
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и ее производной ℘t(t; g2, g3), см. [66]. Напомним, что эллиптическая функция

Вейерштрасса ℘(t; g2, g3) удовлетворяет обыкновенному дифференциальному

уравнению первого порядка

(℘t)
2 = 4℘3 − g2℘− g3, g2, g3 ∈ C. (5.28)

Также существует прямой метод нахождения решений из множества W. Этот

метод основан на разложениях Эрмита W-мероморфных функций [90–92,199,

199,205]. Просто-периодические мероморфные функции можно представить

следующим образом:

x(t) = ω

{
M∑

m=1

pm∑
k=1

(−1)k−1a
(m)
pm−k

(k − 1)!

dk−1

dtk−1

}
coth (ω{t− tm})

+

K2∑
k=K1

hk exp [2ωkt] ,

(5.29)

где K1, K2 ∈ Z, коэффициенты
{
a
(m)
pm−k, k = 1, . . . , pm

}
задаются главными

частями рядов Лорана в окрестности полюсов {tm ∈ C, m = 1, . . . ,M} поряд-

ков {pm ∈ N, m = 1, . . . ,M}. Эти ряды имеют вид

x(m)(t) =
+∞∑
k=0

a
(m)
k (t− tm)k−pm, pm ∈ N (5.30)

и удовлетворяют уравнению F (x, xt) = 0. Напомним, что многочлен F (x, y) ∈

C[x, y] является алгебраическим инвариантом уравнения (1.9) и удовлетво-

ряет условиям Теоремы 5.4. Без ограничения общности положим K1 ≤ 0 и

K2 ≥ 0. Целая часть

h(t) =

K2∑
k=K1

hk exp [2ωkt] (5.31)

в выражении (5.29) отлична от константы тогда и только тогда, когда пред-

ставление (5.24) многочлена F (x, y) содержит хотя бы один ряд Пюизе с

доминантным поведением b
(j)
0 x, b(j)0 ̸= 0. Это утверждение является следстви-

ем следующего факта. Функции x(t), заданные выражением (5.29), имеют
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экспоненциальные асимптотики x(t) = A exp(αt), Aα ≠ 0, t→ ∞, Re αt > 0

в том и только том случае, когда целая часть непостоянна. Решения авто-

номного обыкновенного дифференциального уравнения F (x, xt) = 0 имеют

подобные асимптотики, если граница многоугольника Ньютона этого урав-

нения содержит горизонтальное ребро. Такие ребра не могут определяться

рядами Пюизе с доминантным поведением b
(j)
0 x(pj+1)/pj , pj ∈ N, b(j)0 ̸= 0. Ряды

Пюизе, отвечающие за целую часть, имеют вид

yj1,∞(x) =
+∞∑
k=0

b
(j1)
k x

|K1|−k
|K1| , b

(j1)
0 = 2ωK1, j1 = 1, . . . , |K1|, K1 ̸= 0,

yj2,∞(x) =
+∞∑
k=0

b
(j2)
k x

K2−k
K2 , b

(j2)
0 = 2ωK2, j2 = 1, . . . , K2, K2 ̸= 0.

(5.32)

Эллиптические функции можно представить следующим образом:

x(t) =

{
M∑

m=1

pm∑
k=2

(−1)ka
(m)
pm−k

(k − 1)!

dk−2

dtk−2

}
℘(t− tm)

+
M∑

m=1

a
(m)
pm−1ζ(t− tm) + h0,

(5.33)

где h0 ∈ C – некоторая постоянная и ζ(t) = ζ(t; g2, g3) обозначает дзета-

функцию Вейерштрасса. Отметим, что, если эллиптические решения (5.33)

существуют, то должно выполняться условие на вычеты
M∑

m=1

a
(m)
pm−1 = 0. (5.34)

Коэффициенты
{
a
(m)
pm−k, k = 1, . . . , pm

}
в выражении (5.33) опять задаются

главными частями рядов Лорана (5.30), которые удовлетворяют уравнению

F (x, xt) = 0, где F (x, y) ∈ C[x, y] – соответствующий алгебраический инвари-

ант уравнения (1.9).

Используя метод рядов Пюизе, мы можем дополнить Теорему 5.2.

Лемма 5.5. Предположим, что мы находимся в условиях Теоремы 5.2. Если

h1 ̸= 0 в выражении (5.12), то q = 1.
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Доказательство. Понижая порядок в исходном уравнении, мы видим что по-

лучающееся уравнение для функции y(x) имеет доминантный баланс λxl(y−

µx). Этот баланс не имеет показателей Ковалевской и порождает единствен-

ный ряд Пюизе с доминантным поведением y(x) = b
(j)
0 x, x → ∞, причем

b
(j)
0 = µ. Более того, индекс ветвления этого ряда равен единице. Мы видим,

что в соотношении (5.32) выполнено K2 = 1. Сравнивая выражения (5.23) и

(5.29), находим 2ω = µ. Из соотношения δ = iω следует 2δ = µi и q = 1.

Для нахождения в явном виде решений, заданных выражениями (5.29)

и (5.33) мы предлагаем следующий алгоритм.

На первом шаге необходимо разложить решения (5.29) и (5.33) в ряды

Лорана в окрестности полюсов t1, . . ., tM . Для облегчения вычислений удобно

вместо tm ввести следующие переменные: Gm
def
= exp [2ωtm], Am

def
= ℘(tm),

Bm
def
= ℘t(tm). Также величина h0 в выражении (5.33) должна быть заменена

на

g0
def
= h0 −

M∑
m=1

a
(m)
pm−1ζ(tm) −

M∑
m=1

a
(m)
pm−2℘(tm). (5.35)

Отметим, что величины Am и Bm не являются независимыми. Они удовле-

творяют соотношению B2
m = 4A3

m − g2Am − g3, являющемуся следствием

уравнения (5.28).

Также в случае просто-периодических мероморфных решений с непосто-

янной целой частью необходимо в выражении (5.29) сделать замену независи-

мой переменной t в соответствии с равенствами: s = exp [2ωt], если K2 > 0, и

z = exp [−2ωt], если K1 < 0. Далее нужно найти ряды Лорана в окрестностях

точек s = ∞ и z = ∞ в получающихся соотношениях.

На втором шаге нужно подставить все ряды Лорана первого шага в

уравнение F (x, xt) = 0. Если K2 > 0 и/или K1 < 0, новые переменные s

и/или z должны быть введены в рассматриваемом уравнении F (x, xt) = 0.

Затем нужно приравнять нулю коэффициенты при (t− tm)k, где k ≤ 0, m = 1,
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. . ., M и коэффициенты при sk, zk, где k ≥ 0.

На третьем шаге необходимо решить алгебраическую систему второго

шага. Напомним, что в случае эллиптических решений в систему нужно до-

бавить уравнения B2
m = 4A3

m − g2Am − g3, m = 1, . . ., M . Требуется найти

следующие величины:

род 0 : ω, G1, . . . , GM , hK1
, . . . , hK2

;

род 1 : g0, g2, g3, A1, B1, . . . , AM , BM .
(5.36)

При этом мы предполагаем, что коэффициенты
{
a
(m)
pm−k, k = 1, . . . , pm

}
, {pm},

где m = 1, . . ., M , были найдены на первом шаге, а числа M , K1 и K2

были определены из представления (5.24) и индексов ветвления рядов Пюизе,

появляющихся в этом представлении, см. также (5.32).

На четвертом шаге используется теоремы и формулы сложения, для

того чтобы переписать решения (5.29) и (5.33) через найденные величины

(5.36). В результате получаем:

• просто-периодические мероморфные решения

x(t) = ω

{
M∑

m=1

pm∑
k=1

(−1)k−1a
(m)
pm−k

(k − 1)!

dk−1

dtk−1

}
1 − Lm coth (ωt)

coth (ωt) − Lm

+

K2∑
k=K1

hk exp [2ωkt] ;

(5.37)

• эллиптические решения

x(t) =

{
M∑

m=1

pm∑
k=2

(−1)ka
(m)
pm−k

(k − 1)!

dk−2

dtk−2

}(
1

4

[
℘t(t) +Bm

℘(z) − Am

]2
− ℘(t)

)

+
M∑

m=1

a
(m)
pm−1(℘t(t) +Bm)

2(℘(t) − Am)
+ g0.

(5.38)
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В выражении (5.37) мы ввели обозначение Lm = (Gm + 1)/(Gm − 1).

Формула сложения для функции ζ(t; g2, g3) и теорема сложения для функции

℘(t; g2, g3), используемые на четвертом шаге, выглядят следующим образом:

ζ(z − s) = ζ(z) − ζ(s) +
1

2

℘z(z) + ℘z(s)

℘(z) − ℘(s)
,

℘(z − s) = −℘(z) − ℘(s) +
1

4

[
℘z(z) + ℘z(s)

℘(z) − ℘(s)

]2
.

(5.39)

Если в представлении (5.24) нет рядов Пюизе с доминантным поведением

b
(j)
0 x, b(j)0 ̸= 0, то целая часть (5.31) отсутствует в выражении (5.29). В этом

случае на первом шаге удобнее использовать величины Lm = coth(ωtm) вместо

Gm.

Замечание 1. Без ограничения общности можно положить t1 = 0. Следо-

вательно величины A1, B1, G1 (L1), а также формулы и теоремы сложения

можно не использовать в случае функций, содержащих t1.

Замечание 2. Алгоритм, описанный выше, можно применять непосред-

ственно к уравнению (1.9) вместо уравнения F (x, xt) = 0. Но числа M , K1 и

K2 должны быть вычислены с помощью метода рядов Пюизе.

Замечание 3. Функция coth (ωt) имеет полюс в точке t = 0 веществен-

ной прямой. Полезно использовать инвариантность уравнения F (x, xt) = 0

относительно преобразования t 7→ t − t0, для того чтобы получить просто-

периодические мероморфные решения, не имеющие особых точек на веще-

ственной оси. Справедливо соотношение

coth

(
s− πi

2

)
= tanh s. (5.40)

Если значения величины ω являются чисто мнимыми, то формула i coth (is) =

cot s преобразует гиперболическую функцию coth (is) в тригонометрическую

функцию cot s.

В заключение этого раздела отметим, что метод разложений Эрмита

использовался для нахождения W-мероморфных решений в работах [90–93,
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205,206].

5.4 Уравнение Дуффинга – ван дер Поля

В этом разделе мы будем рассматривать уравнение

xtt + (3x2 + α)xt + εx3 + σx = 0, ε ̸= 0, (5.41)

известное как уравнение Дуффинга – ван дер Поля. Параметры α, σ, ε счи-

таются комплекснозначными. Напомним, что в Разделе 3.4 мы классифици-

ровали алгебраические инварианты и решили проблему интегрируемости по

Лиувиллю для более общего уравнения, содержащего уравнение Дуффинга –

ван дер Поля (5.41) как частный случай. В настоящем разделе мы проведем

классификацию мероморфных решений для уравнения, которое можно полу-

чить из уравнения Дуффинга – ван дер Поля (5.41) простым преобразованием.

Отметим, что уравнение (5.41) не имеет решений в виде рядов Лорана (5.1) в

окрестности полюса в точке t = 0. Однако, используя степенную геометрию,

мы находим два семейства рядов Пюизе, удовлетворяющих уравнению (5.41)

и характеризующих решения с алгебраическим полюсом в точке t = 0. Эти

ряды выглядят следующим образом:

x(1,2)(t) =
+∞∑
k=0

b
(1,2)
k t

k−1
2 , b

(1,2)
0 = ±

√
2

2
(5.42)

и имеют произвольный коэффициент b(1,2)3 . Анализируя структуру этих рядов,

мы видим, что обыкновенному дифференциальному уравнению для функции

w(t) = x2(t) удовлетворяют ряды Лорана вида (5.1). Более того, это уравнение

обладает свойством конечности согласно определению Раздела 5.1. Выполняя

преобразование x(t) =
√
w(t) в уравнении (5.41), получаем

2wwtt − w2
t + 2w(3w + α)wt + 4w2(εw + σ) = 0. (5.43)
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N (α, σ) w(t)

1
(
α, 19{3α− ε}ε

)
exp

(
−2

3εt
)

2 (α, {α− ε}ε) 1
2 ({ε− α} cth[{ε− α}t] + ε− α)

3 −2
3 (1, 2ε) ε 1

6ε
(
cth
[
1
3εt
]

+ 7 − 2 exp
[
−2

3εt
])

4 2
9 (9, 4ε) ε 1

6ε
(
cth
[
1
3εt
]
− 1 − 2 exp

[
−2

3εt
])

Таблица 5.1: Мероморфные решения уравнения (5.43).

Заметим, что уравнение (5.43) имеет два доминантных дифференциальных

монома, порождающих доминантный баланс w2(6wt + 4εw). Найдем все ме-

роморфные решения уравнения (5.43).

Теорема 5.5. Все трансцендентные мероморфные решения уравнения (5.43)

являются просто-периодическими. Они приведены в Таблице 5.1, где произ-

вольный коэффициент t0 ∈ C, возникающий из инвариантности уравнения

(5.43) относительно преобразования t 7→ t− t0, опущен. Нецелые мероморф-

ные решения имеют один простой полюс в полосе периодов.

Доказательство. Единственный доминантный баланс, который порождает

ряды Лорана вида (5.1), удовлетворяющие уравнению (5.43), выглядит следу-

ющим образом: 2wwtt − w2
t + 6w2wt. Поскольку соответствующее уравнение

2wwtt − w2
t + 6w2wt = 0 имеет единственное степенное решение w(t) = 1/(2t)

без целых неотрицательных показателей Ковалевской, мы видим, что урав-

нение (5.43) обладает свойством конечности. Выполнены все условия Тео-

ремы 5.2. Уравнение (5.43) не имеет эллиптических решений, потому что

не выполняется необходимое условие на вычеты в полюсах, см. (5.34). Ре-

шая уравнение w2(6wt + 4εw) = 0, находим экспоненциальную асимптотику:

w(t) = exp(−2εt/3) + O(1), Re (εt) < 0, t → ∞. Таким образом, мы можем

представить просто-периодические мероморфные решения в виде

w(t) =
1

2
νω cth(ωt) + h0 + h1 exp

(
−2

3
εt

)
, h0, h1, ω ∈ C, (5.44)
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где параметр ν равен нулю, если соответствующее решение не имеет полюсов и

параметр ν равен единице в противном случае. Заметим, что параметр t0 опи-

санный в условии теорем опущен в соотношении (5.44). Из Леммы 5.5 следует

равенство ω = ε/3, если h1 ̸= 0. Далее мы раскладываем функцию (5.44) в

ряд Лорана в окрестности точки t = 0. Подставляя получающийся ряд в урав-

нение (5.43) и приравнивая нулю коэффициенты при tk, k ≤ 0, мы получаем

алгебраическую систему. Еще одно алгебраическое уравнение получаем, если

выполним тоже самое по отношению к переменной s = exp(−2εt/3). Решая

эту систему, мы находим мероморфные решения в явном виде и ограничения

на параметры α, σ и ε, при которых эти решения существуют. Полученные

результаты приведены в Таблице 5.1.

Теорема была доказана в работе [205]. Решения уравнения Дуффинга

– ван дер Поля (5.41), соответствующие функциям под номерами 3 и 4 из

Таблицы 5.1, найдены в Разделе 3.4, см. соотношение (3.282).

5.5 Система Лоренца

В качестве еще одного приложения метода построения мероморфных

решений, предложенного в диссертационной работе, рассмотрим модель Ло-

ренца [207], заданную следующей системой полиномиальных обыкновенных

дифференциальных уравнений
xt = σ(y − x),

yt = rx− y − zx,

zt = xy − βz.

(5.45)

Эта система была разработана американским метеорологом и математиком

Э. Н. Лоренцем для описания геофизической конвекции жидкости [207]. Также

система (5.45) находит свое применение в теории электрических цепей, хи-

мических реакций, лазерной физике и других областях науки [208]. Система
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Лоренца привлекает большое внимание хаотическим поведением своих реше-

ний и странным аттрактором, существующим при определенных значениях

параметров (β, σ, r). Детальное описание численных исследований и других

свойств приводятся, например, в монографии К. Спарроу (C. Sparrow) [208].

В настоящей диссертационной работе мы, напротив, будем интересоваться

аналитическими свойствами решений системы (5.45).

Параметры (β, σ, r) будем считать комплекснозначными. Если σ = 0, то

система Лоренца (5.45) становится линейной. Общие решения рассматривае-

мой системы при σ ̸= 0 выражаются или через эллиптические функции, или

через трансценденты Пенлеве, если параметры (β, σ, r) принимают следую-

щие значения [209]:

(β, σ, r) =

(
0,

1

3
, r

)
, (β, σ, r) =

(
1,

1

2
, 0

)
, (β, σ, r) =

(
2, 1,

1

9

)
. (5.46)

Важно отметить, что во всех этих случаях система Лоренца (5.45) проходит

тест на свойство Пенлеве [32]. Общие решения системы Лоренца (5.45) при

указанных выше значениях параметров являются просто-периодическими ме-

роморфными функциями. В связи с этим возникает интересный вопрос: могут

ли существовать периодические мероморфные решения при других значени-

ях параметров? Наша дальнейшая цель состоит в изучении существования

точных мероморфных решений системы Лоренца (5.45).

Отметим, что система Лоренца (5.45) при определенных ограничениях

на параметры (β, σ, r) имеет неавтономные первые интегралы Дарбу с экспо-

ненциальным множителем, зависящим от времени [210,211]. Классификация

таких первых интегралов [212] выполнена Дж. Ллибре (J. Llibre) и Х. Чжаном

(X. Zhang) , см. также [213].

Далее предполагаем, что параметры (β, σ, r) не принимают значений

из соотношения (5.46), при которых система Лоренца (5.45) становится инте-

грируемой, в том смысле что ее общие решения выражаются через решения

уравнений и систем меньшей размерности. Также полагаем σ ̸= 0. Решая
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первое и второе уравнения системы относительно y(t) и z(t), получаем

y(t) =
xt
σ

+ x, z(t) = −xtt
σx

− (σ + 1)xt
σx

+ r − 1. (5.47)

Если x(t) является мероморфной функцией, то y(t) и z(t) обладают тем же

свойством. Подставляя соотношения (5.47) в третье уравнение системы (5.45),

получаем обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка

xxttt − {xt − (1 + β + σ)x}xtt − (σ + 1)x2t + x{x2 + β(σ + 1)}xt

+σx4 + βσ(1 − r)x2 = 0
(5.48)

Отметим, что, если ввести новую зависимую переменную по правилу w = x2,

то мы найдем еще одно обыкновенное дифференциальное уравнение третьего

порядка

w2wttt − w{2wt − (1 + β + σ)w}wtt + w3
t −

(
1 + σ +

β

2

)
ww2

t

+w2{w + β(σ + 1)}wt + 2σw4 + 2βσ(1 − r)w3 = 0.

(5.49)

С уравнением (5.49) работать легче, чем с уравнением (5.48), потому что

уравнению (5.49) удовлетворяет только одно семейство рядов Лорана вида

(5.1), в то время как уравнению (5.48) удовлетворяют два таких семейства.

Будем использовать степенную геометрию и методы Пенлеве для построения

рядов Лорана, удовлетворяющих уравнению (5.49). Это уравнение автономно,

поэтому мы интересуемся рядами Лорана в окрестности начала координат.

Начнем с доминантного баланса w2wttt − 2wwtwtt + w3
t + w3wt, которому

соответствуют следующие степенные асимптотики и показатели Ковалевской:

w(t) = − 4

t2
; j = −1, 2, 4. (5.50)

Соответствующие ряды Лорана имеют вид

w(t) = − 4

t2
+

4(1 − 3σ + 2β)

3t
+

+∞∑
k=2

akt
k−2 (5.51)
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Рис. 5.1: Многоугольник Ньютона уравнения (5.54) при σ ̸= 0.

и существуют тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих

условий: β = 1−3σ, β = 2σ. Это семейство рядов содержит два произвольных

коэффициента a2 и a4 в интегрируемых случаях (5.46). В остальных случаях

коэффициент a2 не является произвольным. В результате мы заключаем, что

уравнение (5.49) необходимо имеет мероморфные решения хотя бы с одним

полюсом только при выполнении одного из условий: β = 1 − 3σ, β = 2σ.

Отметим, что существует еще один доминантный баланс уравнения (5.49)

для точки t = 0. Этот баланс порождает уравнение w2wttt− 2wwtwtt +w3
t = 0

и асимптотики w(t) = c0, w(t) = c0t
2, где c0 – произвольный ненулевой

коэффициент. Такие асимптотики не могут являться доминантными членами

рядов Лорана вида (5.49).

Уравнение (5.49) имеет два доминантных дифференциальных монома,

которые образуют следующий доминантный баланс

w3(wt + 2σw). (5.52)

Мы можем применить к уравнению (5.49) Теоремы 5.1 и 5.3. Проведем клас-

сификацию трансцендентных мероморфных решений уравнения (5.49), име-

ющих конечное число полюсов.

Теорема 5.6. Все трансцендентные мероморфные решения уравнения (5.49)
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N (β, σ, r) w(t)

1 (−2,−1, r) −4℘
(
t; g2,

{r−1}{9g2−4r2+8−4}
27

)
+ 4

3(1 − r)

2
(

2σ, σ, {σ−2}{1−2σ}
9σ

)
− (σ+1)2

9

(
cth
[
(σ+1)t

6

]
− 1
)2

3 (1 − 3σ, σ, 12σ − 3) −(3σ − 1)2
(

cth
[
(3σ−1)t

2

]
+ 1
)2

4 1
11 (2, 1,−16) − 4

121

(
coth2

{
t
11

}
− 4 coth

{
t
11

}
+ 3 + 4 exp

[
− 2t

11

])
5 1

7 (4, 1,−8) − 4
49

(
coth2

{
t
7

}
− 4 coth

{
t
7

}
+ 3 + 4 exp

[
−2t

7

])
Таблица 5.2: Нецелые W-мероморфные решения уравнения (5.49).

с конечным числом полюсов имеют вид

βr = 0 : w(t) = h1 exp(−2σt), (5.53)

где h1 ∈ C \ {0} – произвольная постоянная.

Теорема 5.6 является прямым следствием теоретических результатов Раз-

дела 5.2, см. Теорему 5.1. С помощью замены wt(t) = y(x), w(t) = x понизим

порядок в уравнении (5.49). В результате получим

x2y2yxx + x2yy2x + x({β + σ + 1}xy − 2y2)yx + y3 − 1

2
x(β + 2σ + 2)y2

+(x+ β{σ + 1})x2y + 2(x− β{r − 1})σx3 = 0.
(5.54)

Далее воспользуемся Теоремой 5.4 и методом Раздела 5.3 для нахождения

всех W-мероморфных решений уравнения (5.49). По определению все эллип-

тические решения принадлежат W. Также из Теоремы 5.3 следует, что все

просто-периодические мероморфные решения уравнения (5.49), имеющие ко-

нечное число полюсов в полосе периодов, являются W-мероморфными функ-

циями.

Теорема 5.7. Пусть параметры (β, σ, r) не принимают значений, указан-

ных в соотношении (5.46) и σ ̸= 0. Все целые W-мероморфные решения

уравнения (5.49) имеют вид (5.53). Все нецелые W-мероморфные решения
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уравнения (5.49) являются или эллиптическими с одним полюсом второго

порядка в параллелограмме периодов, или просто-периодическими с одним по-

люсом второго порядка в полосе периодов. Эти решения приведены в Таблице

5.2, где произвольный параметр t0 ∈ C, возникающий из инвариантности

уравнения (5.49) относительно преобразования t 7→ t− t0, опущен.

Доказательство. Найдем все алгебраические инварианты уравнения (5.49),

которые удовлетворяют условиям Теоремы 5.4. Многоугольник Ньютона урав-

нения (5.54) представлен на Рисунке 5.5. Уравнение (5.54) имеет только два

доминантных баланса, которые порождают ряды Пюизе с центром в точке

x = ∞. Эти балансы определяются ребрами: [Q3, Q4] и [Q2, Q3]. Укороченные

уравнения для этих балансов имеют вид

[Q3, Q4] : x2y2yxx + x2yy2x − 2xy2yx + y3 + x3y = 0;

[Q2, Q3] : x3(y + 2σx) = 0.
(5.55)

Степенные решения этих уравнений выглядят следующим образом:

[Q3, Q4] : y(1,2)(x) = b
(1,2)
0 x

3
2 , b

(1,2)
0 = ±i;

[Q2, Q3] : y(3)(x) = −2σx.
(5.56)

Укороченное уравнение и соответствующая асимптотика для ребра [Q3, Q4]

имеют два целых показателя Ковалевской: n1 = 1 и n2 = 2. Анализируя

условия совместности для этих показателей, мы видим. что уравнению (5.54)

удовлетворяют два семейства рядов Пюизе

y(1,2)∞ (x) =
+∞∑
n=0

b(1,2)n x
3−n
2 , b

(1,2)
0 = ±i (5.57)

тогда и только тогда, когда или β = 2σ, или β = 1 − 3σ. Каждый из рядов

этих семейств y(1,2)∞ (x) имеет только один произвольный коэффициент b(1,2)4 ,

если параметры (β, σ, r) не принимают значений из соотношения (5.46). Уко-

роченное уравнение и соответствующая асимптотика для ребра [Q2, Q3] не
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имеют показателей Ковалевской. Следовательно, существует единственный

ряд Пюизе

y(3)∞ (x) =
+∞∑
n=0

cnx
1−n, c0 = −2σ (5.58)

с доминантным поведением y(x) = −2σx, удовлетворяющий уравнению (5.54).

Заметим, что для рядов (5.57) и (5.58) выполнено условие (B) из Теоремы 5.4.

Далее положим b
(m)
4 = b

(m)
0 α, m = 1, 2. Эта подстановка делает ряды y

(1)
∞ (x)

и y
(2)
∞ (x) сопряженными. Введем нижний индекс j и параметры {αj, j = 1,

. . ., M ∈ N}. Тогда искомые алгебраические инварианты можно представить

в виде

F (x, y) =

{
M∏
j=1

(
y − y

(1)
j,∞(x)

)(
y − y

(2)
j,∞(x)

)(
y − y(3)∞ (x)

)k}
+

, (5.59)

где k = 0 или k = 1. Также мы предполагаем, что произведение в выражении

(5.59) отсутствует, если M = 0. Пусть M = 0. Мы берем k = 1 и получаем

целые решения (5.53).

Далее считаем, что выполнено условие M ∈ N. Случаи k = 0 и k = 1

будем исследовать по отдельности. Вычисляя первый двенадцать коэффици-

ентов рядов y(m)
∞ (x), m = 1, 2 и первые пять коэффициентов ряда y(3)∞ (x), мы

строим алгебраическую систему с помощью условия (C) из Теоремы 5.4. Для

удобства введем следующие величины

Cl =
M∑
j=1

(αj)
l, l ∈ N. (5.60)

Начнем со случая k = 0. Решая систему, мы находим ограничения на пара-

метры (β, σ, r), приведенные в первых трех строках Таблицы 5.2 и следующие

равенства C1 = ϱ1M , C2 = ϱ21M , где параметр ϱ1 зависит от σ и r. Также

напомним, что должно выполняться одно из условий: β = 2σ и β = 1−3σ. Да-

лее проверяем существование алгебраических инвариантов (5.59) при k = 0,

M = 1 и соответствующих ограничениях на параметры (β, σ, r) из первых
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трех строк Таблицы 5.2. Поскольку такие алгебраические инварианты дей-

ствительно существуют, из Теоремы 1.5 следует, что нет других неприводимых

алгебраических инвариантов при k = 0.

Далее рассмотрим случай k = 1. Решая алгебраическую систему, мы

находим M = 1 и значения параметров (β, σ, r), приведенные в четвертой и

пятой строках Таблицы 5.2.

Нам осталось найти W-мероморфные решения, соответствующие постро-

енным инвариантам, в явном виде. Воспользуемся методом, предложенным в

Разделе 5.3. Если σ = −1 и β = −2, то род алгебраической кривой F (x, y) = 0,

где многочлен F (x, y) представляет собой алгебраический инвариант, равен

единице. Мы полагаем M = 1, t1 = 0 и работаем с выражением (5.33). В ре-

зультате находим семейство эллиптических решений, представленное в первой

строке Таблицы 5.2. Инвариант g2 ∈ C эллиптической функции Вейерштрас-

са ℘(t; g2, g3) является произвольным. Также напомним, что эллиптическая

функция Вейерштрасса ℘(t; g2, g3) вырождается и становится или просто-

периодической, или рациональной при выполнении условия g32 − 27g23 = 0.

Во всех остальных случаях род инвариантных алгебраических кривых

равен нулю. Следовательно, искомые решения определяются выражением

(5.29). Анализируя структуру алгебраических инвариантов (5.59) и соответ-

ствующих рядов Пюизе, мы находим M = 1, K1 = 0, K2 = 0, t1 = 0, если

параметры (β, σ, r) принимают значения, указанные во второй и третьей стро-

ках Таблицы 5.2. Наконец, в оставшихся случаях полагаем M = 1, K1 = 1,

K2 = 0 и t1 = 0.

Замечание 1. Несложно установить, что для любого x0 ∈ C решения урав-

нения (5.54) не имеют асимптотик вида y(x) = e0(x− x0)
ν, где e0 ∈ C \ {0},

ν ∈ Q и ν < 0. Используя Лемму 1.3 и Теорему 5.7, мы заключаем, что

решения из Таблицы 5.2 и выражения (5.53) являются не только единствен-

ными W-мероморфными решениями уравнения (5.49), но и единственными
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Параметр g0 и инварианты g2, g3 Ограничения на параметры (α, δ, σ, ε)

g0 = 1719 ε4

277124848 −
519 ε2σ
11451440 + 71σ2

851760 δ =
ε (2420σ−531 ε2)

17303

g2 = −(504 ε2−2057σ)(48 ε2−121σ)
207843636 α = 1484946675 ε8

1371396096053984 −
66413475 ε6σ
5666926016752

g3 = 41σ3

2372760 −
265 ε2σ2

12760176 + 9521 ε4σ
1286651080 +145385169 ε4σ2

3278386951840 −
456453 ε2σ3

6773526760 + 93σ4

2798978

− 51291 ε6

62273912272

Таблица 5.3: Параметры эллиптических решений (5.70).

алгебраически инвариантными решениями рассматриваемого уравнения.

Непосредственными вычислениями легко убедиться, что функция x(t) =√
w(t) принадлежит множеству W для любого решения w(t) из Таблицы 5.2.

Здесь необходимо рассматривать обе ветви квадратного корня. Если x(t) явля-

ется W-мероморфной функцией, то тот же вывод можно сделать относительно

функций y(t) и z(t), заданных равенствами (5.47). Следовательно, соотноше-

ние x(t) =
√
w(t) и результаты Теоремы 5.7 определяют все W-мероморфные

решения системы Лоренца. Отметим, что решения из первых трех строк

Таблицы 5.2 были ранее найдены в статье [214]. При этом остальные реше-

ния являются новыми. Также отсутствие других W-мероморфных решений в

неинтегрируемых случаях является еще одним новым результатом. В явном

виде запишем новые просто-периодические решения уравнения (5.48). Они

принимают вид

N = 4 : x(t) = ± i

11

(
coth

{
t

22

}
− coth−1

{
t

22

}
− 4 exp

[
− t

11

])
;

N = 5 : x(t) = ± i

7

(
coth

{
t

14

}
− coth−1

{
t

14

}
− 4 exp

[
− t

7

])
,

(5.61)

где N соответствует номеру строки из Таблицы 5.2. Эти решения имеют два

различных полюса в полосе периодов. Также их можно переписать следующим
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образом:

N = 4 : x(t) = ± i

11

(
coth

{
t

22

}
− coth

{
t

22
− πi

2

}
− 4 exp

[
− t

11

])
;

N = 5 : x(t) = ± i

7

(
coth

{
t

14

}
− coth

{
t

14
− πi

2

}
− 4 exp

[
− t

7

])
.

(5.62)

Используя равенства (5.47), несложно вычислить соответствующие функции

y(t) и z(t). Мы не приводим эти формулы в явном виде.

5.6 Редукция к переменным бегущей волны обобщен-

ного уравнения Розенау – Кортевега – де Вриза и

уравнения Кортевега – де Вриза – Бюргерса пятого

порядка

Целью настоящего раздела является поиск всех W-мероморфных реше-

ний следующего обыкновенного дифференциального уравнения четвертого

порядка:

xtttt + εxttt + σxtt + δxt + νx2 + µx+ α = 0, ν ̸= 0. (5.63)

Все параметры предполагаются комплекснозначными. Уравнение (5.63) воз-

никает как редукция к переменным бегущей волны обобщенного уравнения

Розенау – Кортевега – де Вриза

uτ + β0us + β1uus + β2uss + β3usss + β4ussss + β5ussssτ = 0 (5.64)

и уравнения Кортевега – де Вриза – Бюргерса пятого порядка

uτ + β̃1uus + β̃2uss + β̃3usss + β̃4ussss + β̃5usssss = 0. (5.65)

Эти уравнения в частных производных используются для описания нелиней-

ных волн в средах с дисперсией, диссипацией и диффузией. Уравнение (5.64)
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e4 = ω4, e3 = −ω3ε
11 , e2 =

ω2(121σ−12584ω2−9 ε2)
9438 ,

e1 =
ω(651222ω2ε−531 ε3+2420 ε σ−17303 δ)

7163442 ,

e0 = 14ω4

45 + ω2ε2

1573 −
220813 ε4

31869357520 −
ω2σ
117 + 90847 ε2σ

2370448080 −
31 ε δ
637560 −

31σ2

851760

Таблица 5.4: Значения параметров просто-периодических мероморфных ре-

шений (5.71).

как частный случай содержит уравнение Розенау [215]. Уравнение (5.65) при

определенных ограничениях на параметры становится уравнением Каваха-

ры [216] и его обобщениями [217,218].

Проводя преобразования параллельного переноса, поворота и подобия,

мы можем без ограничения общности положить ν = −840 и µ = 0. Если

ε = 0 и δ = 0, то умножая уравнение (5.63) на xt и интегрируя результат, мы

получаем первый интеграл

xtxttt −
1

2
x2tt +

σ

2
x2t +

ν

3
x3 +

µ

2
x2 + αx+ C = 0. (5.66)

Здесь C ∈ C – постоянная интегрирования. Все мероморфные решения уравне-

ния (5.66) найдены в статье [91]. Далее предполагаем, что выполнено условие

|ε| + |δ| ≠ 0. Будем исследовать уравнение

xtttt + εxttt + σxtt + δxt − 840x2 + α = 0, |ε| + |δ| ≠ 0. (5.67)

Существует единственное семейство рядов Лорана с полюсом в начале коор-

динат, удовлетворяющее уравнению (5.67). Это семейство принимает вид (5.1)

при p = 4 и a0 = 1. Соответствующее укороченное уравнение и степенная

асимптотика имеют единственный неотрицательный целый показатель Кова-

левской. Он равен k0 = 12. Следовательно, коэффициент a12 произволен при

выполнении условия совместности

ε(10737ε3 − 4961εσ + 19844δ)α + p(δ, σ, ε) = 0. (5.68)
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Рис. 5.2: Многоугольник Ньютона уравнения (5.69) при условии α ̸= 0.

В этом выражении p(δ, σ, ε) – многочлен своих аргументов. Поскольку этот

многочлен имеет достаточно громоздкий вид, мы его явно не записываем.

Условие (5.68) можно получить, подставляя ряд (5.1) при p = 4 и a0 = 1 в

уравнения (5.67) и приравнивая нулю коэффициенты при zk−4, 1 ≤ k ≤ 12

в получающемся выражении. Используя соотношение (1.10), мы понижаем

порядок в уравнении (5.67). В результате находим следующее неавтономное

обыкновенное дифференциальное уравнение третьего порядка:

y3yxxx + y2(4yx + ε)yxx + yy3x + εyy2x + σyyx + δy − 840x2 + α = 0. (5.69)

Бесконечное число рядов Лорана вида (5.1), удовлетворяющих уравнению

(5.67), порождает бесконечное число рядов Пюизе с центром в точке x = ∞,

для которых выполнены условия (A) и (B) из Теоремы 5.4. Для нахождения

всех W-мероморфных решений уравнения (5.67) воспользуемся Теоремой 1.5.

Основным результатом этого раздела является следующая теорема.

Теорема 5.8. Любое W-мероморфное решение уравнения (5.67) является

или эллиптическим с одним полюсом четвертого порядка в параллелограмме

периодов, или просто-периодическим с одним полюсом четвертого порядка

в полосе периодов. Эти решения выглядят следующим образом:
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Ограничения на параметры (α, δ, σ, ε) и параметр ω

1 α = 84873784905 ε8

465993928814299791488 , δ = 1072521 ε3

36517316 , σ = 52659 ε2

174724 , ω = 9ε
836

2 α = 723345 ε8

461045792768 , δ = 17797 ϵ3

120032 , σ = 15371 ϵ2

60016 , ω = ε
8

3 α = 1913625 ε8

1798172624027648 , δ = 14643 ε3

340736 , σ = 2565 ε2

7744 , ω = 3ε
176

4 α = 875 ε8

937605745494 , δ = 562 ε3

11979 , σ = 380 ε2

1089 , ω = ε
66

5 α = 105 ε8

27437936768 , δ = 29 ε3

484 , σ = 179 ε2

484 , ω = ε
44

6 α = 349920 ε8

176533755935383 , δ = 23283 ε3

456533 , σ = 27 ε2

77 , ω = 3ε
154

7 α = 105 ε8

428717762 , δ = −254 ε3

1331 , σ = −4 ε2

121 , ω = ε
22

8 α = 76545 ε8

27437936768 , δ = −2151 ε3

5324 , σ = −81 ε2

484 , ω = 3ε
44

9, 10 α =
(1426827280519935 ε2+208296284212054500 θ)ε6

7888096774124350468256 , δ =
(3420428 θ−74340 ε2)ε

1228513 ,

σ = −4 θ, ω =
√
θ, θ2 + 123287ε2

8109904 θ + 392181 ε4

3925193536 = 0

Таблица 5.5: Ограничения на параметры, при которых существуют просто-

периодические мероморфные решения (5.71). Решения под номерами 9 и 10

имеют комплекснозначные коэффициенты, если ε ∈ R.

1. эллиптические решения

x(t) = ℘2(t− t0; g2, g3) +
ε

22
℘t(t− t0; g2, g3)

+

(
σ

78
− 3 ε2

3146

)
℘(t− t0; g2, g3) + g0;

(5.70)

2. просто-периодические решения

x(t) =
4∑

k=0

ek tanhk{ω(t− t0)}. (5.71)

Значения параметров этих решений и ограничения на параметры исходного

уравнения приведены в Таблице 5.3 (эллиптические решения) и Таблицах

5.4, 5.5 (просто-периодические решения).

Доказательство. Построим ряды Пюизе с центром в точке x = ∞, которые

удовлетворяют условиям (A) и (B) из Теоремы 5.4. Многоугольник Ньютона
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уравнения (5.69) приведен на Рисунке 5.6. Единственный доминантный баланс,

порождающий ряды Пюизе с центром в точке x = ∞, соответствует ребру

[Q2, Q3]. Этот баланс имеет вид W [y(x), x] = y3yxxx + 4y2yxyxx + yy3x − 840x2.

Найдем степенные решения уравнения W [y(x), x] = 0. В результате имеем

y(x) = b
(l)
0 x

5/4, где b(l)0 , l = 1, 2, 3, 4 – различные корни уравнения b40−256 = 0.

Показатели Ковалевской баланса W [y(x), x] на степенных решениях равны 3,

(11±
√
−159)/8. Следовательно, мы получаем четыре семейства рядов Пюизе

y(l)∞ (x) =
+∞∑
n=0

b(l)n x
5−n
4 , l = 1, 2, 3, 4, (5.72)

каждый из которых обладает одним произвольным коэффициентом b
(l)
12 . Эти

ряды существуют тогда и только тогда, когда выполнено условие (5.68). Мы

заключаем, что уравнение (5.67) не имеет W-мероморфных решений, если не

выполнено условие (5.68).

Предположим, что представление (5.24) содержит M наборов из четырех

сопряженных рядов (5.72). Следовательно, справедливо равенство N = 4M .

Положим b
(l)
12 = b

(l)
0 β. Эта подстановка делает ряды (5.72) сопряженными. Для

различения рядов введем нижний индекс m и следующие величины

Ck =
M∑

m=1

βk
m, k ∈ N. (5.73)

Далее вычислим 25 первых коэффициента для каждого ряда из соотношения

(5.72). Условие (C) из Теоремы 5.4 и уравнение (5.68) порождают алгебраи-

ческую систему. Отметим, что только те уравнения нетривиальны, которые

содержат
(
b
(l)
0

)−k

, где k ∈ N и k mod 4 = 0. Решая подсистему, построенную

по первым 25 коэффициентам и уравнению (5.68), мы получаем ограничения

на параметры исходного уравнения, которые приведены в Таблицах 5.3, 5.5 и

следующие равенства

C1 = ϱ1M, C2 = ϱ21M, (5.74)
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(a) Решение (5.71): номер 2 в

Таблице 5.5, t0 = 0 и ε = 10

(b) Решение (5.70): t0 = −τ3,

σ = 34 и ε = 11

Рис. 5.3: Графики W-мероморфных решений уравнения (5.67).

где ϱ1 фиксировано. Полагая N = 4 (M = 1) в представлении (5.24), мы

видим, что соответствующие уравнения F (x, y) = 0 совместны с уравнением

(5.69), если выполнены ограничения из Таблиц 5.3, 5.5. Также многочлены

F (x, y) неприводимы. Существование этих совместных уравнений дает систе-

му Ck = ϱk1M , k ∈ N. Из Теоремы 1.5 следует, что M = 1, β1 = ϱ1 и не

существуют других неприводимых алгебраических уравнений F (x, y) = 0,

совместных с уравнением (5.69). Далее мы используем метод Раздела 5.3,

для того чтобы найти W-мероморфные решения в явном виде. Мы полагаем

M = 1, K1 = 0, K2 = 0, t1 = 0 и работаем с выражениями (5.29) и (5.33).

Замечание 1. Непосредственной проверкой убеждаемся, что для любого

x0 ∈ C решения уравнения (5.69) не имеют асимптотик вида y(x) = e0(x−x0)ν ,

где e0 ∈ C \ {0}, ν ∈ Q и ν < 0. Из Леммы 1.3 и Теоремы 5.7 следует,

что решения, полученные в Теореме 5.8, являются не только единственными

W-мероморфными решениями уравнения (5.67), но также единственными

алгебраически инвариантными решениями рассматриваемого уравнения.

Далее отберем W-мероморфные решения уравнения (5.67), важные с

физической точки зрения. Мы нумеруем решения в соответствии с первым

столбцом Таблицы 5.5. Просто-периодические мероморфные решения под

номерами 1 − 8 вещественнозначны и ограничены на вещественной оси, если
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ε ∈ R и z0 ∈ R. График решения под номером 2 приведен на рисунке 5.3(a).

Пусть выполнено условие ∆ = 0, где ∆ = g32 −27g23. Тогда эллиптические

решения (5.70) вырождаются в просто-периодические и с помощью соотноше-

ния (5.40) могут быть преобразованы к виду (5.71). Уравнение ∆ = 0 имеет

два вещественнозначных решения

σ =
35ε2

121
, σ =

45ε2

176
, (5.75)

если ε ∈ R. Также существуют комплекснозначные решения. Мы их в явном

виде не приводим.

Эллиптическая функция Вейерштрасса ℘(t) имеет полюс второго поряд-

ка в точке t = 0. Если ∆ > 0, то мы можем воспользоваться специальной

теоремой сложения и преобразовать решение (5.70), так чтобы получающаяся

функция была вещественнозначной и ограниченной на вещественной оси при

условиях σ ∈ R и ε ∈ R. Если выполнены неравенства

45ε2

176
< σ <

35ε2

121
, (5.76)

то мы находим ∆ > 0. В этом случае уравнение

4s3 − g2s− g3 = 0 (5.77)

имеет три различных корня, которые мы обозначим символами d1 > d2 > d3.

Функция ℘(z) ограничена на прямой z = t+τ3, где ℘(τ3) = d3. Следовательно,

полагая z0 = −τ3 в выражении (5.70) и используя теорему сложения

℘(t+ τ3) = d3 +
(d3 − d1)(d3 − d2)

℘(t) − d3
, (5.78)

мы получаем решение с требуемыми свойствами. Пример вещественнозначно-

го и ограниченного на вещественной оси эллиптического решения приведен

на Рисунке 5.3(b).
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Заключение

В диссертационной работе представлен ряд методов, предназначенных

для интегрирования и построения точных решений нелинейных обыкновенных

дифференциальных уравнений и систем. Основным результатом диссертаци-

онной работы является метод рядов Пюизе и несколько его модификаций, на-

правленных на решение некоторых важных математических задач. Все этапы

метода имеют строгую теоретическую основу. Метод рядов Пюизе позволя-

ет находить и классифицировать инвариантные алгебраические кривые для

автономных алгебраических обыкновенных дифференциальных уравнений и

полиномиальных дифференциальных систем. Метод также может использо-

ваться для построения W-мероморфных решений дифференциальных урав-

нений и систем. Метод основан на разложениях многочленов на множители в

кольцах многочленов с коэффициентами из полей рядов Пюизе. Кроме того,

разработано обобщение метода рядов Пюизе на случай неавтономных двумер-

ных систем обыкновенных дифференциальных уравнений. В этом обобщении

используются функциональные ряды Пюизе. Отметим основные особенности

и преимущества метода:

1. Метод не требует априорной информации о степенях неприводимых

алгебраических инвариантов.

2. Вторая часть метода в автономном случае является число алгебраиче-

ской. Следовательно, для решения алгебраических систем могут быть

использованы мощные вычислительные алгоритмы, основанные на ре-
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зультантах, базисах Гребнера и т. п. Метод может применяться в случае

дифференциальных уравнений, содержащих параметры.

3. Метод допускает компьютерную реализацию в системах символьных

вычислений, таких как Maple, Wolfram Mathematica, Matlab.

4. Метод не имеет ограничений при использовании и работает даже в

случае бесконечного числа допускаемых рядов Пюизе.

5. Насколько известно автору, метод является единственным в научной

литературе, позволяющим находить не некоторые, а все неприводимые

алгебраические инварианты для широких классов обыкновенных диф-

ференциальных уравнений порядков выше второго.

Мы показали, что метод рядов Пюизе может использоваться для решения

проблемы Пуанкаре в тех случаях, когда не работают известные оценки. Ме-

тод также оказывается чрезвычайно полезным при исследовании проблемы

интегрируемости для обыкновенных дифференциальных уравнений второго

порядка и двумерных полиномиальных дифференциальных систем. В рам-

ках теории интегрируемости Дарбу метод позволяет находить необходимые

и достаточные условия интегрируемости по Дарбу или Лиувиллю. При этом

достаточно часто выполнять классификацию инвариантов необходимо не в

общем случае, а при определенных ограничениях на параметры системы. От-

метим, что большинство других методов построения первых интегралов, как

правило, дают только достаточные условия интегрируемости по Дарбу или

Лиувиллю. Это такие методы, как методы, основанные на существовании

симметрий, классических или обобщенных, методы локальных и нелокаль-

ных преобразований и т.п. Следовательно, подобные методы не могут быть

использованы для нахождения всех значений параметров, при которых мно-

гопараметрическое семейство обыкновенных дифференциальных уравнений

интегрируемо.
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Метод рядов Пюизе может применяться и при проведении классификации

алгебраических предельных циклов двумерных полиномиальных дифферен-

циальных систем. Следовательно, метод вносит весомый вклад в решение

второй части шестнадцатой проблемы Гильберта в алгебраической постанов-

ке.

Метод рядов Пюизе является простым и наглядным инструментом для

построения точных решений обыкновенных дифференциальных уравнений.

В огромном количестве исследований, посвященных проблеме поиска точных

решений, не рассматриваются такие вопросы, как найдены ли все решения в

рамках заданного класса функций, являются ли построенные решения новы-

ми или это известные решения, записанные по-другому. В отличие от метода

подстановок и других подобных подходов, метод рядов Пюизе может быть

использован для нахождения и классификаций точных решений, которые, в

дополнение к исходному уравнению, удовлетворяют алгебраическому обыкно-

венному дифференциальному уравнению первого порядка. В частности, метод

позволяет находить все эллиптические решения и все просто-периодические

мероморфные решения, которые являются суперпозицией экспоненты и раци-

онального отображения. Для широких классов уравнений разработанный ме-

тод позволяет находить все такие решения, даже если исходное дифференци-

альное уравнение имеет бесконечное число локальных решений, описываемых

рядами Лорана в окрестности полюсов, и/или с несколькими доминантными

дифференциальными мономами.

Перечислим наиболее важные теоретические результаты диссертацион-

ной работы.

1. Предложен метод нахождения и классификации алгебраических инвари-

антов автономных алгебраических обыкновенных дифференциальных

уравнений.
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2. Разработан метод построения неавтономных алгебраических инвариан-

тов и инвариантных поверхностей для двумерных неавтономных систем

обыкновенных дифференциальных уравнений.

3. Предложен метод построения W-мероморфных решений автономных

алгебраических обыкновенных дифференциальных уравнений.

4. Найден общий вид мероморфных решений автономных обыкновенных

дифференциальных уравнений с конечным числом локальных решений,

описываемых рядами Лорана в окрестности полюсов, и двумя доминант-

ными дифференциальными мономами вида λxl{xt − µx}, где λµ ̸= 0 и

l ∈ N.

5. Доказана разрешимость проблемы Пуанкаре в классической постановке

для семейств автономных алгебраических обыкновенных дифференци-

альных уравнений, обладающих свойством конечности.

6. Получено явное представление для собственных значений инвариантных

алгебраических кривых двумерных систем полиномиальных обыкновен-

ных дифференциальных уравнений.

7. Предложена локальная теория интегрируемости, названная интегриру-

емостью по Пюизе.

8. Доказано, что типичная нелинейная полиномиальная система Льенара

xt = y, yt = −f(x)y−g(x) не имеет конечных инвариантных алгебраиче-

ских кривых и не интегрируема по Лиувиллю при выполнении условия

deg g > deg f .

9. Решена проблема интегрируемости по Лиувиллю для полиномиальных

систем Льенара xt = y, yt = −f(x)y−g(x) и для соответствующих обык-

новенных дифференциальных уравнений xtt + f(x)xt + g(x) = 0 при
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выполнении условия deg g ≠ 2 deg f + 1. Аналогичные результаты полу-

чены и в случае deg g = 2 deg f +1 для нерезонансных на бесконечности

систем.

10. Найдено необходимое условие существования экспоненциальных инва-

риантов с неполиномиальным аргументом.

Новые методы, разработанные в диссертационной работе, используются

для решения проблемы интегрируемости и для классификации решений неко-

торых обыкновенных дифференциальных уравнений и систем обыкновенных

дифференциальных уравнений, возникающих в физике, биологии, экономике

и других областях науки. Перечислим основные результаты, полученные для

уравнений, важных с прикладной точки зрения.

1. Классифицированы алгебраические инварианты для уравнений Дуф-

финга, Дуффинга – ван дер Поля, Гельмгольца – ван дер Поля и их

обобщений. Найдены новые алгебраически инвариантные решения урав-

нений Дуффинга – ван дер Поля.

2. Решена проблема интегрируемости по Лиувиллю для уравнений Дуф-

финга, Дуффинга – ван дер Поля, Гельмгольца – ван дер Поля и их

обобщений.

3. Доказано, что проблема Пуанкаре в классической постановке не имеет

решения для уравнений Гельмгольца – ван дер Поля.

4. Классифицированы инвариантные поверхности для неавтономных урав-

нений Дуффинга и Дуффинга – ван дер Поля при наличии произвольной

вынуждающей силы.

5. Найдены новые семейства интегрируемых по Лиувиллю полиномиаль-

ных дифференциальных систем Льенара xt = y, yt = −f(x)y − g(x).

Эти семейства параметризованы производными многочленами.
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6. Классифицированы алгебраические инварианты для обыкновенных диф-

ференциальных уравнений третьего порядка, возникающих при перехо-

де к переменным бегущей волны в дисперсионном уравнении Курамото

– Сивашинского и модифицированном уравнении Курамото – Сивашин-

ского. Получены новые алгебраически инвариантные решения модифи-

цированного уравнения Курамото – Сивашинского.

7. Найдены все W-мероморфные решения для семейства обыкновенных

дифференциальных уравнений третьего порядка, связанного с системой

Лоренца, построены ранее неизвестные мероморфные решения системы

Лоренца.

8. Получены все W-мероморфные решения для семейства обыкновенных

дифференциальных уравнений четвертого порядка, возникающего при

переходе к переменным бегущей волны в обобщенном уравнении Розенау

– Кортевега – де Вриза и в уравнении Кортевега – де Вриза – Бюргерса

пятого порядка.
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Paris C. R., 86:1012–1014, 1878.
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39. S. Walcher. On the Poincaré problem. J. Diff. Eqns., 166:51–78, 2000.

40. C. Briot and J.-C. Bouquet. Théorie des fonctions elliptiques. 2ième édition,

Gauthier–Villars, Paris, 1875.

41. A. E. Eremenko. Meromorphic solutions of algebraic differential equations.

Russian Math. Surveys, 37(4):61–95, 1982.

42. A. Eremenko. Meromorphic traveling wave solutions of the Kuramoto–

Sivashinsky equation. J. Math. Phys., Anal., Geom., 2(3):278–286, 2011.

43. V. N. Gorbuzov. Construction of the first integrals and the last multipliers of

polynomial autonomous multidimensional differential systems. Differential

Equations, 34(4):564–566, 1998.

44. J. Llibre and Ch. Pantazi. Darboux theory of integrability for a class of

nonautonomous vector fields. J. Math. Phys., 50:102705, 2009.

45. D. Blázquez-Sanz and Ch. Pantazi. A note on the Darboux theory

of integrability of non–autonomous polynomial differential systems.

Nonlinearity, 25:2615–2624, 2012.

46. V. N. Gorbuzov. Partial integrals of ordinary differential equations.

arXiv:1809.07105, pages 1–171, 2018.

47. A. A. Andronov, E. A. Leontovich, I. I. Gordon, and A.G. Maier. Qualitative

Theory of Second–Order Dynamic Systems. Wiley, New York, 1973.

48. X. Zhang. The 16th Hilbert problem on algebraic limit cycles. Journal of

Differential Equations, 251(7):1778–1789, 2011.

347



49. A. A. Shcherbakov. Dynamics of local groups of conformal mappings and

generic properties of differential equations on C2. In Proceedings of the

Steklov Institute of Mathematics, volume 254, pages 103–120, 2006.

50. N. Goncharuk and Yu. Kudryashov. Genera of non-algebraic leaves of

polynomial foliations of C2. Moscow Mathematical Journal, 18(1):63–83,

2018.

51. A. Lins Neto. Algebraic solutions of polynomial differential equations and

foliations in dimention two, volume 1345. In: Holomorphic dynamics.

Lectures Notes in Mathematics, 2006.

52. J. P. Jouanolou. Equations de Pfaff algébriques, volume 708. Lectures Notes
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for the second Painlevé hierarchy. Chaos, Solitons and Fractals, 32(2):526–

537, 2007.

99. V. I. Arnold and Yu. S. Ilyashenko. Ordinary differential equations, volume 1.

Results of science and technology. Series Modern problems of Mathematics.

Fundamental directions, 1985.

100. V. I. Arnold. Geometrical Methods in the Theory of Ordinary Differential

Equations. Second edition. SpringerVerlag, New York, 1988.
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oscillator: ẍ+(α+γx2)ẋ+βx+δx3 = 0. International Journal of Non-Linear

Mechanics, 15(6):449–458, 1980.

119. G. Villari. On the qualitative behaviour of solutions of Liénard equation. J.

Differential Equations, 67(2):269–277, 1987.

120. S. Lynch. Small–amplitude limit cycles of Liénard systems. Calcolo, 27:1–32,

1990.

121. E. Dumortier and L. Chengzhi. Quadratic Liénard equations with quadratic

damping. J. Differential Equations, 139:41–59, 1997.

122. C. J. Christopher and S. Lynch. Small–amplitude limit cycle bifurcations

for Liénard systems with quadratic or cubic damping or restoring forces.

Nonlinearity, 12:1099–1112, 1999.

355



123. A. O. Ignatyev. The domain of existence of a limit cycle of Liénard system.

Lobachevskii Journal of Mathematics, 38(2):271–279, 2017.

124. V. V. Amel’kin. On one conjecture in the theory of isochronous Liénard

systems. Differential Equations, 53(10):1247–1253, 2017.

125. L. A. Cherkas and I. N. Sidorenko. Limit cycles of a Liénard cubic system

with quadratic friction function. Differential Equations, 44(2):217–221, 2008.

126. K. Odani. The limit cycle of the van der Pol equation is not algebraic.

Journal of Differential Equations, 115(1):146–152, 1995.
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