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Общая характеристика работы

Актуальность темы.
Диссертация посвящена решению задачи общего синтеза системы

управления. Данная задача была сформулирована В.Г. Болтянским в кон­
це 1960-х годов [1; 3]. В отличие от задачи оптимального управления,
решение задачи общего синтеза системы управления реализует принцип
обратной связи и позволяет найти функцию управления от координат про­
странства состояний объекта, при этом начальное состояние объекта уже
не будет играть роли и может быть любым. Задача общего синтеза системы
управления является основной задачей современной теории управления [2].

Методы решения задачи синтеза можно поделить на два класса: ме­
тоды аналитического поиска и численные методы. К наиболее известным
методам аналитического поиска относятся метод аналитического констру­
ирования оптимальных регуляторов (АКОР), метод бэкстеппинга и метод
аналитического конструирования агрегированных регуляторов (АКАР).
Все эти методы не являются универсальными, сильно ограничены раз­
мерностью и зависят от модели объекта управления. К численным ранее
относились методы, в которых функция управления задавалась разработ­
чиком с точностью до значения параметров. В основном это были методы,
в которых настраивались параметры регуляторов.

В начале XXI века впервые было получено численное решение зада­
чи синтеза с помощью методов символьной регрессии [6]. Первый метод
данного класса — метод генетического программирования (Дж. Коза) —
появился в 1992 году и изначально был предназначен для автоматического
написания компьютерных программ. При решении задачи синтеза систе­
мы управления с помощью методов символьной регрессии осуществляется
поиск структуры и параметров математического выражения функции
управления. Все методы символьной регрессии представляют математи­
ческое выражение в форме кода и осуществляют поиск оптимального
решения с помощью специального генетического алгоритма, в котором ос­
новные операции скрещивания и мутации преобразованы для работы с
закодированным выражением.

С 2006 года профессором А.И. Дивеевым и его учениками было ре­
шено множество задач синтеза управления на основе методов символьной
регрессии. Основным недостатком используемого ими подхода являлось то,
что он был направлен на поиск решения задачи синтеза системы управле­
ния по значению заданного функционала в пространстве всех возможных
решений. Как итог, для полученных решений нельзя было определить их
близость к оптимальному решению.

Таким образом, создание эффективного численного метода решения
задачи синтеза системы управления, в котором будет определена оценка
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близости найденного решения к оптимальному, является актуальной зада­
чей. Решению данной задачи посвящены работы автора, представленные
в списке публикаций по теме диссертации, и подытоживающая их диссер­
тационная работа. Автором разработан новый подход численного решения
задачи синтеза системы управления и нахождения структуры многомерной
функции управления на основе аппроксимации множества предваритель­
но найденных оптимальных траекторий.

Целью диссертационной работы является разработка эффективного
численного метода решения задачи синтеза системы управления с оценкой
близости численного решения к оптимальному.

Для достижения поставленной цели былирешены следующие задачи:
1. разработка численного метода решения задачи синтеза системы

управления на основе аппроксимации оптимальных траекторий;
2. формирование множества данных для аппроксимации из опти­

мальных траекторий путём численного решения задачи оптималь­
ного управления для разных начальных условий;

3. сравнительное исследование численных методов решения задачи
оптимального управления на основе прямого подхода и выбор наи­
более эффективных из них;

4. разработка гибридного алгоритма оптимизации для решения зада­
чи оптимального управления;

5. формализация вида функционала качества аппроксимации и раз­
работка алгоритма поиска оптимального решения на основе мето­
дов символьной регрессии;

6. разработка комплекса программ, реализующих все этапы предло­
женного численного метода синтеза системы управления;

7. применение предложенного подхода и разработанного комплекса
программ для решения прикладной задачи синтеза системы управ­
ления автомобилеподобным роботом.

Научная новизна диссертации состоит в следующем.
1. Впервые предложен двухэтапный численный метод решения зада­

чи синтеза системы управления на основе аппроксимации множе­
ства оптимальных траекторий:

а) предложено использовать информацию об оптимальных
траекториях в качестве данных для аппроксимации;

б) разработан алгоритм аппроксимации данных, получен­
ных на основе оптимальных траекторий, с помощью
методов символьной регрессии, позволяющий оценить
близость найденного решения к оптимальному.

2. Выполнены сравнительные исследования и выявлены эффектив­
ные алгоритмы для решения задачи оптимального управления.

3. Разработан новый гибридный алгоритм для решения задачи опти­
мального управления.

4



4. Впервые с помощью разработанного метода и комплекса про­
грамм, его реализующего, численными экспериментами подтвер­
ждена его эффективность.

Теоретическая значимость. Разработан и апробирован численный
метод решения задачи синтеза системы управления на основе аппроксима­
ции оптимальных траекторий. Показано, что данный метод при поиске
численного решения задачи синтеза позволяет определять близость най­
денного решения к оптимальному.

Практическая значимость. Разработка проблемно-ориентирован­
ного комплекса программ решения задачи синтеза системы управления
была выполнена в рамках проекта 075-15-2020-799 «Методы построения и
моделирования сложных систем на основе интеллектуальных и суперком­
пьютерных технологий, направленные на преодоление больших вызовов»
Минобрнауки России. Предложенный метод решения задачи синтеза
системы управления используется в научно-исследовательской и опытно­
конструкторской работе инжинирингового центра «Интеллектуальные
роботизированные системы и технологии» Белгородского государственно­
го технологического университета им. В.Г. Шухова (Белгород, Россия),
а также внедрен в деятельность ООО «Экспериментальная мастерская
НаукаСофт» (Москва, Россия) при проектировании и разработке про­
граммно-аппаратных комплексов, что подтверждается соответствующими
актами, представленными в Приложении к диссертационной работе. Раз­
работанные алгоритмы применяются в научно-исследовательской работе
роботоцентра Федерального исследовательского центра «Информатика и
управление» Российской академии наук (Москва, Россия).

Соответствие диссертации паспорту научной специальности.
В соответствии с формулой специальности 2.3.1 «Системный анализ,
управление и обработка информации, статистика» (технические науки) в
диссертации разработаны методы совершенствования управления сложны­
ми прикладными объектами, а именно — численный метод решения задачи
синтеза системы управления. Разработанный метод ориентирован на повы­
шение эффективности управления. Полученные результаты исследования
соответствуют следующим пунктам областей исследований, перечислен­
ных в паспорте научной специальности: пункт 4 — “Разработка методов и
алгоритмов решения задач системного анализа, оптимизации, управления,
принятия решений, обработки информации и искусственного интеллекта”;
пункт 7 — “Методы и алгоритмы структурно-параметрического синтеза и
идентификации сложных систем”.

Методология и методы исследования. Методологическую ос­
нову диссертационного исследования составляют методы системного и
сравнительного анализа в области теории оптимального управления,
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численных методов оптимизации, методов символьной регрессии и диффе­
ренциальных уравнений. При проведении вычислительного эксперимента
применяется метод моделирования с использованием системного подхода.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Новый численный метод решения задачи общего синтеза системы

управления на основе аппроксимации оптимальных траекторий
методами символьной регрессии. Предложенный метод не накла­
дывает ограничений на размерность и вид объекта управления, не
требует предварительных аналитических преобразований. При по­
иске решения он позволяет оценить близость текущего решения к
оптимальному.

2. Методы на основе эволюционных алгоритмов для решения задачи
оптимального управления и получения оптимальных траекторий.
Показано, что при прямом подходе решения задачи оптимально­
го управления, для которого характерны увеличение размерности
пространства поиска и многоэкстремальность целевой функции,
эволюционные алгоритмы позволяют получить значительно более
точные решения.

3. Новый гибридный алгоритм для решения задачи оптимального
управления. Новый алгоритм сочетает свойства двух наиболее эф­
фективных в области решения задачи оптимального управления
алгоритмов.

4. Комплекс программ, реализующий предложенный метод для ре­
шения задачи общего синтеза системы управления.

5. Решение прикладной задачи синтеза системы управления ав­
томобилеподобным роботом с помощью разработанного метода.
На основании оценки полученного решения прикладной задачи
подтверждена эффективность разработанного численного метода
синтеза системы управления.

Достоверность Достоверность результатов следует из примене­
ния строгих математических методов и известных теоретических оценок
погрешностей численных решений и на основании вычислительных экс­
периментов. Достоверность результатов подтверждается сравнением полу­
ченных решений с известными результатами других авторов.

Апробация работы. Основные результаты диссертационной
работы докладывались на следующих конференциях: International
Symposium “Intelligent Systems” (INTELS) — 2020, 2018, 2016, 2014;
International Conference on Control, Decision and Information Technologies
(CoDIT) — 2022, 2020, 2018; International Conference “Optimization and
Applications” (OPTIMA) — 2021, 2020; European Control Conference
(ECC) — 2020; Международная научно-практическая конференция “Фунда­
ментально-прикладные проблемы безопасности, живучести, надёжности,
устойчивости и эффективности систем” — 2019; International Conference
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on Natural Computation, Fuzzy Systems and Knowledge Discovery (ICNC­
FSKD) — 2017; Всероссийская научная конференция с международным
участием Моделирование коэволюции природы и общества: проблемы и
опыт. К 100-летию со дня рождения ак. Н.Н. Моисеева — 2017, Междуна­
родная научно-практическая конференция “Инженерные системы” — 2015
и на научном семинаре “Всероссийский семинар с международным участи­
ем «Эволюционные вычисления»” (ФИЦ ИУ РАН) — 2019.

Личный вклад. Содержание диссертации и основные положения,
выносимые на защиту, являются итогом самостоятельной работы автора.
Подготовка к публикации полученных результатов проводилась совмест­
но с соавторами. В совместных работах автор принимал непосредственное
участие в постановке задачи и выборе направления исследования, в
программной реализации и обсуждении результатов исследований. При
подготовке работ [A33; A8; A16; A17; A7; A18—A20; A22] вклад диссер­
танта был определяющим. Все представленные в диссертации результаты
получены лично автором.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 25 научных изданиях, среди них: публикаций в журналах, рекомендо­
ванных ВАК — 7, публикаций в журналах, индексируемых Web of Science
и Scopus — 15, публикаций в трудах российских и зарубежных конферен­
ций — 3. Зарегистрированы 8 программ для ЭВМ.

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения,
5 глав, заключения, списка литературы и 1 приложения. Полный объём
диссертации составляет 180 страниц, включая 12 рисунков и 4 таблицы.
Список цитируемой литературы содержит 180 наименований.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность темы диссертационной ра­
боты, сформулирована цель и аргументирована научная новизна иссле­
дований, показана практическая значимость полученных результатов,
представлены выносимые на защиту положения, приведено краткое изло­
жение содержания диссертации.

В Главе 1 приводятся постановка задачи общего синтеза системы
управления и обзор известных методов ее решения.

В разделе 1.1 дана формальная постановка задачи общего синте­
за системы управления. Задача была сформулирована В.Г. Болтянским в
1960-х гг. [1; 3]. Ее решение состоит в нахождении функции управления от
компонент вектора состояния объекта управления. Такая функция управ­
ления обеспечит перемещение объекта из начального состояния некоторой
области в терминальное состояние по оптимальной траектории согласно
заданному критерию. Задача общего синтеза системы управления имеет
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следующее описание. Задана математическая модель объекта управления

ẋ = f (x,u) , (1)

где x ∈ R𝑛 — вектор состояния, u ∈ U ⊆ R𝑚 — вектор управления,
U — ограниченное компактное множество. Заданы множество начальных
состояний

X0 ⊆ R𝑛 (2)

и терминальное состояние

x (𝑡𝑓 ) = x𝑓 , (3)

где 𝑡𝑓 — ограниченное время процесса управления. Функционал имеет вид

𝐽 =

∫︁ 𝑡𝑓

0

𝑓0 (x (𝑡) ,u (𝑡)) 𝑑𝑡 → min . (4)

Требуется найти управление в форме многомерной функции от компонент
вектора пространства состояний объекта

u = h(x), (5)

где h(x) : R𝑛 → R𝑚, h(x) ∈ U, ∀x ∈ R𝑛.
Искомое управление (5) при подстановке в математическую мо­

дель (1) ∀x (0) = x0 ∈ X0 обеспечит перемещение объекта управления в
состояние (3), доставляющее минимум функционалу (4).

В разделе 1.2 приводится обзор известных методов решения за­
дачи общего синтеза системы управления. Показано, что большинство
известных методов либо ограничены размерностью задачи, либо зависят от
модели объекта управления. Численный метод динамического программи­
рования (Р. Беллман) не позволяет получить математическое выражение
функции управления. Наиболее популярные в последнее время метод обхо­
да интегратора — Backstepping (П. Кокотович) и метод аналитического
конструирования агрегированных регуляторов (А.А. Колесников) могут
быть применены только для определенного вида математических моделей.

В разделе 1.3 приведена постановка задачи численного синтеза
системы управления на основе многокритериальной структурно-парамет­
рической оптимизации. Задана модель объекта управления (1), множество
начальных условий (2) заменено конечным множеством из 𝑁 элементов

X̃0 =
{︀
x0,1, . . . ,x0,𝑁

}︀
. (6)

Задано терминальное условие (3). Критерии качества включают сумму зна­
чений функционалов для решений из всех начальных условий из (6)

𝐽1=

𝑁∑︁
𝑗=1

(︂∫︁ 𝑡𝑓

0

𝑓0(x(𝑡),u(𝑡))𝑑𝑡

)︂
x0,𝑗

→min, 𝐽2=

𝑁∑︁
𝑗=1

(︃
𝐿∑︁

𝑘=1

|𝜙𝑘(x(𝑡𝑓))|

)︃
x0,𝑗

→min, (7)
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где 𝜙𝑘 (x(𝑡𝑓 )), 𝑘 = 1,𝐿 — функции оценки достижения терминального усло­
вия (3), при x(𝑡𝑓 ) = x𝑓 ⇒ 𝜙𝑘 (x(𝑡𝑓 )) = 0. Решением поставленной задачи
является множество Парето-оптимальных управлений в виде функции от
координат пространства состояний ũ = h(x) ∈ Π, где Π — множество Па­
рето-оптимальных решений по значениям функционалов (7).

В разделе 1.4 приведено описание метода решения задачи чис­
ленного синтеза системы управления на основе многокритериальной
структурно-параметрической оптимизации методами символьной ре­
грессии. Введем обозначение записи функции управления g (x,s), где
s — вектор постоянных параметров. Решением задачи численного синте­
за системы управления будет запись оптимальной структуры функции
ũ = g* (x,s*) и оптимальные значения ее параметров s*. Выбор решения
осуществляется на множестве Парето в пространстве функционалов (7),
Π =

{︀
g̃𝑖
(︀
x,s̃𝑖

)︀
: 𝑖 = 1,2, . . .

}︀
. Для поиска решения строится множество воз­

можных решений в форме записей функций G =
{︀
g𝑗
(︀
x,s𝑗

)︀
: 𝑗 = 1,2, . . .

}︀
и применяются операции специального генетического алгоритма для полу­
чения записей g̃𝑖

(︀
x,s̃𝑖

)︀
, удовлетворяющих задаче (1), (3), (6) и (7). Синтез

системы управления на основе многокритериальной оптимизации структу­
ры функции управления реализует подход выбора оптимального решения
на пространстве всех возможных решений. Поиск решения ũ = g* (x,s*)
среди всех возможных решений из множества G осуществляется без учета
его близости к оптимальному, что не позволяет оценить качество решения
без проведения дополнительных исследований.

В Главе 2 представлен обзор методов символьной регрессии и пока­
зана возможность их применения для задач синтеза системы управления.

В разделе 2.1 приведено описание класса методов символьной ре­
грессии для синтеза системы управления. Все методы данного класса
осуществляют поиск на нечисловом пространстве кодов функций. Запись
нечисловой структуры в виде кода специфична для каждого конкретного
метода. В общем виде метод символьной регрессии состоит из алгоритма
кодирования символьного выражения и алгоритма поиска на простран­
стве кодов. В задачах синтеза системы управления методы символьной
регрессии осуществляют одновременный поиск структуры математическо­
го выражения и значений его параметров.

В разделе 2.2 приведен обзор методов символьной регрессии.
Первым и наиболее цитируемым является метод генетического програм­
мирования (Дж. Коза), предложенный в 1992 году. Среди известных
методов символьной регрессии следует упомянуть метод декартового ге­
нетического программирования (Дж. Миллер), метод грамматической
эволюции (М. О’Нейл), метод индуктивного программирования (Н. Ни­
колаев), метод аналитического программирования (И. Зелинка), метод
матриц разбора (С. Луо) и метод сетевого оператора (А.И. Дивеев). В
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разделе 2.2.4 описывается принцип малых вариаций, который, при ис­
пользовании в методах символьной регрессии, позволяет существенно
упростить поиск решения и преодолеть некоторые их недостатки. В разде­
ле 2.2.5 рассматривается используемый в работе метод сетевого оператора.

В Главе 3 представлен выносимый на защиту численный метод
решения задачи синтеза системы управления на основе аппроксимации
множества оптимальных траекторий. Данный метод был спроектирован с
целью исправить основной недостаток численных методов символьной ре­
грессии для решения задачи синтеза системы управления. Разработанный
метод основан на идее получения функции управления путем аппрокси­
мации точек оптимальных траекторий. Для этого решение задачи синтеза
системы управления разбивается на два этапа. На первом этапе определя­
ется множество начальных состояний в заданной области и для каждого
начального состояния решается задача оптимального управления. По ре­
зультатам решения на полученном множестве оптимальных траекторий
определяется множество точек для аппроксимации. На втором этапе с
помощью метода символьной регрессии осуществляется поиск функции
управления от координат состояний объекта, которая аппроксимирует мно­
жество определенных на первом этапе точек. В качестве минимизируемого
функционала используется значение ошибки аппроксимации.

В разделе 3.1 приведено описание алгоритма решения задачи
численного синтеза системы управления на основе аппроксимации опти­
мальных траекторий. На первом этапе заменяем множество (2) конечным
множеством из 𝑁 начальных условий (6) и многократно решаем задачу
оптимального управления для получения множества функций управления
от времени и соответствующих частных решений для аппроксимации

D̃ =
{︀(︀

x̃1 (·) ,ũ1 (·)
)︀
, . . . ,

(︀
x̃𝑁 (·) ,ũ𝑁 (·)

)︀}︀
, (8)

где ũ𝑗(·) и x̃𝑗 (·) — соответственно найденная функция управления и част­
ное решение системы (1) для начального условия x0,𝑗 ∈ X̃0, 𝑗 = 1,𝑁 .

Для численной аппроксимации вводим дискретизацию по времени
∆𝑠𝑡 > 0 и определяем множество дискретных значений времени для всех
найденных решений из множества (8), T𝑗 = (0, ∆𝑠𝑡, 2∆𝑠𝑡, . . . , 𝑀𝑗∆𝑠𝑡), где
𝑀𝑗 =

⌈︁
𝑡𝑓 (x

0,𝑗)
Δ𝑠𝑡

⌉︁
, 𝑡𝑓

(︀
x0,𝑗

)︀
— время процесса управления для найденного

решения задачи оптимального управления из начального состояния x0,𝑗 ,
𝑗 = 1,𝑁 . Тогда значения векторов состояния и управления для каждого на­
чального состояния в дискретный момент времени 𝑡𝑗 ∈ T𝑗 можно записать
в виде x̃𝑗,𝑖 = x̃𝑗 (𝑡𝑗,𝑖) и ũ𝑗,𝑖 = ũ𝑗 (𝑡𝑗,𝑖) соответственно, 𝑖 = 1,𝑀𝑗 , 𝑗 = 1,𝑁 . В
итоге получаем множество точек оптимальных траекторий и управлений

D =
{︀(︀(︀

x̃1,1,ũ1,1
)︀
, . . . ,

(︀
x̃1,𝑀1 ,ũ1,𝑀1

)︀)︀
, . . . ,(︀(︀

x̃𝑁,1,ũ𝑁,1
)︀
, . . . ,

(︀
x̃𝑁,𝑀𝑁 ,ũ𝑁,𝑀𝑁

)︀)︀}︀
.

(9)
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На втором этапе решаем задачу численного синтеза системы управ­
ления и ищем многомерную функцию управления от координат состояний
объекта (5), удовлетворяющую критерию

𝐽 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗∑︁
𝑖=1

⃦⃦
x̃𝑗,𝑖 − x𝑗(x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖)

⃦⃦
→ min, (10)

где x𝑗
(︀
x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖

)︀
— частное решение системы

ẋ= f
(︀
x𝑗(x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖−1),h

(︀
x𝑗(x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖−1)

)︀)︀
для начального условия x (0) = x0,𝑗 в

дискретный момент времени 𝑡𝑗,𝑖, 𝑖 = 1,𝑀𝑗 , x𝑗(x0,𝑗 ,𝑡𝑗,0) = x0,𝑗 — состояние
объекта управления в начальный момент времени 𝑡𝑗,0 = 0, 𝑗 = 1,𝑁 . Зна­
чение функционала (10) определяет близость рассматриваемого решения
к оптимальным траекториям, представленным в виде множества аппрок­
симируемых значений (9). Чем ближе значение функционала (10) к нулю,
тем точнее выполнена аппроксимация и ближе решение к оптимальному.

В разделе 3.2 дана постановка задачи численного синтеза си­
стемы управления на основе аппроксимации множества оптимальных
траекторий методами символьной регрессии. Решаем задачу оптимально­
го управления (1), (3), (4) и (6). В результате получаем множество для
аппроксимации (8). Выполняем дискретизацию данного множества и по­
лучаем множество точек оптимальных траекторий и соответствующих им
управлений (9). Вводим в функцию управления вектор параметров s ∈ R𝑘

в качестве дополнительного аргумента. Поиск функции управления и зна­
чений ее параметров будем осуществлять одновременно с помощью метода
символьной регрессии путем аппроксимации множества оптимальных тра­
екторий (9). Решением задачи будет оптимальная структура функции
управления ũ = g* (x,s*) и оптимальные значения ее параметров s*, до­
ставляющие минимум критерию (10).

Главным преимуществом разработанного подхода является возмож­
ность в процессе поиска функции управления производить оценку близости
текущих возможных решений к оптимальному на основе значения кри­
терия (10). Также, в отличие от метода, рассмотренного в разделе 1.4,
разработанный метод предполагает однокритериальную оптимизацию. Эф­
фективность разработанного подхода исследовалась на различных задачах
синтеза системы управления [A15; A17; A7; A18; A21; A22].

В Главе 4 рассмотрены вопросы численного решения задачи оп­
тимального управления. Для её решения в работе используется прямой
подход как более универсальный. В процессе работы было проведено
масштабное исследование по применению эволюционных алгоритмов для
решения задачи оптимального управления. Полученные результаты отра­
жены в публикациях [A1—A4; A32; A8; A10; A12; A20].

В разделе 4.1 приведена формальная постановка задачи оптималь­
ного управления [3]. Задан объект управления в виде (1), задано одно
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начальное состояние x(𝑡0) = x0, 𝑡0 ≥ 0, задано терминальное состояние (3),
функционал качества включает фазовые ограничения и точность попада­
ния в терминальное состояние

𝐽 = 𝜇
⃦⃦
x(𝑡𝑓 )− x𝑓

⃦⃦
+

∫︁ 𝑡𝑓

𝑡0

(︃
𝑓0 (x,u) +

𝑧∑︁
𝑖=1

𝛼𝑖𝜗 (ℎ𝑖(x))ℎ𝑖(x)

)︃
𝑑𝑡 → min, (11)

где 𝜇 — весовой коэффициент, 𝜗 (ℎ𝑖 (x)) — функция Хэвисайда, 𝛼𝑖 — задан­
ные коэффициенты штрафа, 𝑖 = 1,𝑧, 𝑧 — число фазовых ограничений. Ре­
зультатом решения задачи является векторная функция управления ũ (·).

В разделе 4.2 рассматриваются численные методы решения задачи
оптимального управления прямым подходом, который заключается в све­
дении исходной задачи к задаче конечномерной оптимизации и применении
методов нелинейного программирования. Редукция исходной задачи произ­
водится с помощью кусочно-линейной аппроксимации. Для этого зададим
малый интервал ∆𝑡 > 0 и определим количество интервалов 𝑀 =

⌈︀
𝑡𝑚𝑎𝑥

Δ𝑡

⌉︀
,

где 𝑡𝑚𝑎𝑥 — ограничение на время управления. В результате получаем
приближенное решение задачи оптимального управления. Значение управ­
ления ũ(𝑡) в момент времени 𝑡 будет определяться из соотношения

𝑢̃𝑗 (𝑡) = 𝑞(𝑗−1)𝑀+𝑖 +
(︀
𝑞(𝑗−1)𝑀+𝑖+1 − 𝑞(𝑗−1)𝑀+𝑖

)︀ (𝑡− (𝑖− 1)∆𝑡)

∆𝑡
, (12)

где 𝑖∆𝑡 ≤ 𝑡 < (𝑖+ 1)∆𝑡, 𝑖 = 1,𝑀 , 𝑗 = 1,𝑚. Решением задачи является век­
тор постоянных параметров q = [𝑞1 . . . 𝑞𝑝]

𝑇 , где 𝑝 = 𝑚 (𝑀 + 1).
В разделе 4.3 представлен обзор методов безусловной оптимиза­

ции для решения задачи оптимального управления. Приводится пошаговое
описание следующих эволюционных алгоритмов: генетический алгоритм,
метод дифференциальной эволюции, метод роя частиц, пчелиный алго­
ритм, алгоритм летучих мышей, алгоритм серых волков. Для поиска
данные алгоритмы используют информацию об оценках множества воз­
можных решений. Процедура преобразования множества построена на
основе некоторых аналогий с живой природой и состоит из этапов ис­
следовательского и локального поиска, являющихся последовательными
процессами диверсификации и интенсификации.

В разделе 4.4 приводится сравнение эффективности алгоритмов
для решения задачи оптимального управления. Исследования применения
эволюционных алгоритмов для решения задачи оптимального управления
проводились начиная с 2014 года [A31] и показали, что эволюционные ал­
горитмы обладают высокой эффективностью и имеют преимущества над
другими известными методами [A1; A4; A32; A8; A10; A12], что также под­
тверждается результатами зарубежных исследований [5; 7].

В работе [A4] рассматривалась задача оптимального управления гу­
сеничным роботом в пространстве с двумя фазовыми ограничениями.
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В Таблице 1 приведены результаты сравнительного анализа градиентных
и эволюционных алгоритмов. Лучшим по сумме мест по трём критериям
оказался пчелиный алгоритм, далее следует алгоритм серых волков. Луч­
ший из градиентных методов — метод Марквардта — занял 5-ую позицию.

Таблица 1 — Результаты сравнительного анализа эволюционных и гради­
ентных алгоритмов на основе решения задачи оптимального управления

Алгоритм Лучший
результат

Среднее
значение

СКО

Пчелиный 2,4308 2,5284 0,0639
Серых волков 2,4781 2,8418 0,0671
Роя частиц 2,5100 2,7835 0,4287
Генетический 2,5116 2,9577 0,3543
Марквардта 2,5466 3,1735 0,3882
Adam 2,5759 3,3047 0,5931
Летучих мышей 2,5421 3,3134 0,8846
Дифференциальной эволюции 2,8599 3,6074 0,5899
Наискор. градиентного спуска 2,7257 3,6222 1,0180
Случайного поиска 4,2796 5,1516 0,6416
Ньютона-Рафсона 3,1155 5,1373 1,6584

В разделе 4.5 рассматриваются вопросы гибридизации алгоритмов
с целью повышения их эффективности и области применения.

В разделе 4.6 описан новый гибридный алгоритм на основе алгорит­
ма серых волков и пчелиного алгоритма, впервые представленный автором
в работе [A19]. Методы, составившие его основу, хорошо зарекомендовали
себя для решения разнообразных сложных мультимодальных оптимизаци­
онных задач, в том числе задач оптимального управления, что показано в
работах [A1—A4; A32; A8; A10; A12].

Приведем основные этапы гибридного алгоритма. Генерируем множе­
ство из 𝐻 векторов возможных решений q𝑗 , 𝑗 = 1,𝐻. На каждой итерации
производим исследующий поиск вокруг заданного числа 𝐵 лучших векто­
ров q𝑘 путем построения 𝐸𝑘 векторов g𝑘𝑒 = q𝑘 + 𝜉𝑘𝑒 , где 𝜉𝑘𝑒 — вектор
случайно распределенных величин на интервале [−𝑟𝑖; 𝑟𝑖], 𝑖 = 1,𝑝, 𝑒 = 1,𝐸𝑘,
𝑘 = 1,𝐵. Если для функционала (11) выполняется условие 𝐽

(︀
g𝑘𝑒
)︀
< 𝐽

(︀
q𝑘
)︀
,

то q𝑘 = g𝑘𝑒 . Далее производим модификацию всех возможных решений по
формуле q𝑗 = 1

3

(︀
𝛼𝑗 + 𝛽𝑗 + 𝛿𝑗

)︀
, 𝑗 = 1,𝐻. Дополнительные векторы 𝛼𝑗 , 𝛽𝑗 ,

𝛿𝑗 вычислены на основе трех наилучших решений q𝛼, q𝛽 , q𝛿 по форму­
лам 𝛼𝑗 = q𝛼 − 𝑎 (2𝜉1 − 1)

⃒⃒
2𝜉2q

𝛼 − q𝑗
⃒⃒
, 𝛽𝑗 = q𝛽 − 𝑎 (2𝜉3 − 1)

⃒⃒
2𝜉4q

𝛽 − q𝑗
⃒⃒
,

𝛿𝑗 = q𝛿 − 𝑎 (2𝜉5 − 1)
⃒⃒
2𝜉6q

𝛿 − q𝑗
⃒⃒
, где 𝜉1, . . . ,𝜉6 — случайно распределен­

ные величины на интервале [0; 1], 𝑎 = 2 − 2𝑤
𝑊 — параметр линеаризации,

𝑤 — номер текущей итерации, 𝑊 — максимальное число итераций. В
модифицированном множестве возможных решений отбираем 𝑆 худших
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решений и заменяем их на новые, сгенерированные случайно, и произво­
дим уменьшение радиусов области поиска 𝑟𝑖, 𝑖 = 1,𝑝. Поиск продолжается
до достижения максимального числа итераций 𝑊 .

Сравнительный анализ эффективности разработанного гибридного
алгоритма показал высокое качество гибридизации [A19]. В гибридном ал­
горитме удалось достичь взаимной компенсации слабых сторон исходных
алгоритмов, при этом уменьшив число настраиваемых параметров. Со­
вокупная эффективность гибридного алгоритма по всем рассмотренным
в [A19] тестам оказалась выше чем у исходных алгоритмов по отдельно­
сти. Новый гибридный алгоритм предлагается использовать для поиска
численного решения прикладных задач оптимального управления.

В Главе 5 рассмотрена прикладная задача синтеза системы управ­
ления автомобилеподобным роботом.

В разделе 5.1 приведено описание математической модели автомо­
билеподобного робота [4].⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥̇1 = 𝑢1 cos (𝑥3)

𝑥̇2 = 𝑢1 sin (𝑥3)

𝑥̇3 =
𝑢1

𝐿
tan (𝑢2)

. (13)

Вектор управления ограничен u− ≤ u ≤ u+, где u− = [−10 −1]𝑇 ,
u+ = [10 1]𝑇 .

В разделе 5.2 сформулирована постановка задачи синтеза системы
управления в пространстве с фазовыми ограничениями. Начальное состо­
яние робота определено на ограниченной области начальных условий

X0 = {7 ≤ 𝑥0,1 ≤ 9, 9 ≤ 𝑥0,2 ≤ 11, 𝑥0,3 = 𝜋} . (14)

Задано терминальное состояние x𝑓 = [0 0 𝜋]𝑇 и фазовые ограничения на
плоскости движения робота ℎ𝑖 (𝑥) = 𝑟*𝑖 −

√︁
(𝑥*

𝑖,1 − 𝑥1)2 + (𝑥*
𝑖,2 − 𝑥2)2 ≤ 0,

𝑖 = 1,𝑧, где 𝑧 = 4 — число фазовых ограничений, 𝑟*1 = 3, 𝑥*
1,1 = 2, 𝑥*

1,2 = 8,
𝑟*2 = 3, 𝑥*

2,1 = 8, 𝑥*
2,2 = 2, 𝑟*3 = 1,5, 𝑥*

3,1 = 2,5, 𝑥*
3,2 = 2,5, 𝑟*4 = 1,5, 𝑥*

4,1 = 7,5,
𝑥*
4,2 = 7,5. Необходимо найти структуру функции управления u (x), обеспе­

чивающую перемещение робота из любого начального состояния x0 ∈ X0

в терминальное состояние x𝑓 за минимальное время.
В разделе 5.3 рассматривается решение поставленной задачи с

помощью разработанного численного метода на основе аппроксимации оп­
тимальных траекторий.

В разделе 5.3.1 описывается первый этап метода — поиск множества
оптимальных траекторий. Заменим ограниченную область начальных усло­
вий (14) на конечное множество X̃0 из 𝑁 = 9 начальных состояний

X̃0 = { x0,1 = [7 9 𝜋]𝑇 , x0,2 = [8 9 𝜋]𝑇 , x0,3 = [9 9 𝜋]𝑇 ,
x0,4 = [7 10 𝜋]𝑇 , x0,5 = [8 10 𝜋]𝑇 , x0,6 = [9 10 𝜋]𝑇 ,
x0,7 = [7 11 𝜋]𝑇 , x0,8 = [8 11 𝜋]𝑇 , x0,9 = [9 11 𝜋]𝑇 }.

(15)
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Для каждого начального состояния из (15) находим решение задачи
оптимального управления u

(︀
x0,𝑗 ,𝑡

)︀
, обеспечивающее минимум функцио­

налу (11). Поиск осуществляем прямым подходом на основе сведения к
задаче нелинейного программирования с помощью кусочно-линейной ап­
проксимации в соответствии с (12) и применяем разработанный гибридный
алгоритм. Полученное решение, ввиду использования прямого подхода и
применения эволюционных алгоритмов, будет приблизительно оптималь­
ным. Соответственно на втором этапе в аппроксимируемом множестве
используются приблизительно оптимальные траектории.

Значения функционала (11), полученные при численном решении
задачи оптимального управления для начальных состояний из (15), приве­
дены в Таблице 2. На Рис. 1 представлены графики траекторий движения
робота на плоскости. В результате для системы (13) было получено множе­
ство оптимальных траекторий и функций управления в форме (8).

Таблица 2 — Результаты ре­
шения задачи оптимального
управления для различных
начальных условий
𝑗 x0,𝑗 𝐽𝑜𝑐𝑝

𝑗

1 x0,1 = [7 9 𝜋]𝑇 1,2883

2 x0,2 = [8 9 𝜋]𝑇 1,4063

3 x0,3 = [9 9 𝜋]𝑇 1,4712

4 x0,4 = [7 10 𝜋]𝑇 1,3974

5 x0,5 = [8 10 𝜋]𝑇 1,4182

6 x0,6 = [9 10 𝜋]𝑇 1,5095

7 x0,7 = [7 11 𝜋]𝑇 1,4855

8 x0,8 = [8 11 𝜋]𝑇 1,5097

9 x0,9 = [9 11 𝜋]𝑇 1,5935
Рис. 1 — Графики траекторий из раз­

личных начальных состояний.

В разделе 5.3.2 описывается второй этап — синтез системы управле­
ния роботом на основе аппроксимации множества оптимальных траекто­
рий. Введем малое значение ∆𝑠𝑡 > 0 и определим множество дискретных
значений времени T𝑗 = (0, ∆𝑠𝑡, 2∆𝑠𝑡, . . . , 𝑀𝑗∆𝑠𝑡), где 𝑀𝑗 =

⌈︁
𝑡𝑓 (x

0,𝑗)
Δ𝑠𝑡

⌉︁
,

𝑡𝑓 (x
0,𝑗) — время процесса управления для найденного решения задачи

оптимального управления из начального состояния x0,𝑗 , 𝑗 = 1,𝑁 . Сфор­
мируем множество из значений вектора состояния в дискретный момент
времени 𝑡𝑗,𝑖 ∈ T𝑗 , D𝑗 =

{︀(︀
x̃𝑗,1

)︀
, . . . ,

(︀
x̃𝑗,𝑀𝑗

)︀}︀
, 𝑖 = 1,𝑀𝑗 , 𝑗 = 1,𝑁 , где

x̃𝑗,𝑖 = x̃𝑗 (𝑡𝑗,𝑖) — значение вектора состояния робота в дискретный момент
времени 𝑡𝑗,𝑖 ∈ T𝑗 при движении из начального состояния x0,𝑗 , 𝑗 = 1,𝑁 . В
итоге получим набор данных для аппроксимации

D = {D1, . . . ,D𝑁} . (16)
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Численным решением задачи синтеза системы управления является
многомерная функция управления от координат вектора состояний и век­
тора параметров объекта

ũ = g* (x,s*) , (17)

найденная методом сетевого оператора в соответствии с функционалом

𝐽 =

𝑁∑︁
𝑗=1

𝑀𝑗∑︁
𝑖=1

⃦⃦
x̃𝑗,𝑖 − x𝑗

(︀
x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖

)︀⃦⃦
+

𝑧∑︁
𝑘=1

𝛼𝑘𝜗 (ℎ𝑘 (x))ℎ𝑘 (x) → min, (18)

где x𝑗
(︀
x0,𝑗 ,𝑡𝑗,𝑖

)︀
— частное решение системы (13) для начального условия

x0,𝑗 в дискретный момент времени 𝑡𝑗,𝑖 ∈ T𝑗 , x̃𝑗,𝑖 — эталонное решение
из аппроксимируемого множества (16) для соответствующего начального
условия и момента времени, 𝑖 = 1,𝑀𝑗 , 𝑗 = 1,𝑁 , 𝛼𝑘 — штрафной коэффи­
циент, ℎ𝑘 (x) — фазовое ограничение в пространстве состояний объекта,
𝑘 = 1,𝑧, 𝑧 — число фазовых ограничений, 𝜗 (ℎ𝑘 (x)) — функция Хэвисайда.

В разделе 5.4 приведены результаты вычислительного эксперимен­
та. Поиск функции управления (17) производился в трёх независимых
экспериментах, отличающихся числом 𝑁 используемых оптимальных тра­
екторий в аппроксимируемом множестве (16) и значением параметра их
дискретизации ∆𝑠𝑡. В Эксперименте 1 𝑁 = 9, ∆𝑠𝑡 = 0,01; в Экспери­
менте 2 𝑁 = 9, ∆𝑠𝑡 = 0,05; в Эксперименте 3 𝑁 = 5, ∆𝑠𝑡 = 0,01.
Было получено три решения задачи синтеза вида (17). В Таблице 3 в ко­
лонках 𝐽1, 𝐽2 и 𝐽3 приведены значения функционала (11), полученные с
помощью найденных решений задачи синтеза в соответствующих экспери­
ментах, 𝐽𝑜𝑐𝑝 — значение функционала, полученное при решении задачи
оптимального управления для соответствующего начального состояния.

Лучшее решение поставленной задачи синтеза было получено в Экс­
перименте 1. Среднее отклонение значений функционала от эталонных
составило 0,0715, среднеквадратическое отклонение — 0,0388. Анализ ре­
зультатов в трех экспериментах показывает, что значение параметра ∆𝑠𝑡
имеет существенное влияние на качество решения задачи, в то время как
значение 𝑁 имеет незначительное влияние на решение при значительном
влиянии на время расчета. На Рис. 2 — 4 представлены графические ре­
зультаты, полученные с помощью найденной в Эксперименте 1 функции
управления (сплошная линия), и эталонные значения, полученные путем
решения задачи оптимального управления для соответствующих началь­
ных состояний (пунктирная линия). Как видно из графиков, полученные
решения удовлетворяют фазовым ограничениям и обеспечивают достиже­
ние терминального состояния с заданной точностью.

В заключении сформулированы основные результаты диссертации.
В Приложении А представлены акты о внедрении, подтверждаю­

щие применение результатов диссертационного исследования в научной и
коммерческой деятельности.
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Таблица 3 — Сравнительные результаты для найденных решений задачи
синтеза системы управления

𝑖 x0,𝑖 𝐽1
𝑖 𝐽2

𝑖 𝐽3
𝑖 𝐽𝑜𝑐𝑝

𝑖

1 x0,1 = [7 9 𝜋]𝑇 1,3363 1,3808 1,3250 1,2883
2 x0,2 = [8 9 𝜋]𝑇 1,4455 1,4443 1,4549 1,4063
3 x0,3 = [9 9 𝜋]𝑇 1,5086 1,5382 1,5446 1,4712
4 x0,4 = [7 10 𝜋]𝑇 1,4155 1,6257 1,4047 1,3974
5 x0,5 = [8 10 𝜋]𝑇 1,4983 1,7604 1,5026 1,4182
6 x0,6 = [9 10 𝜋]𝑇 1,6233 1,8636 1,6642 1,5095
7 x0,7 = [7 11 𝜋]𝑇 1,5255 1,5371 1,5258 1,4855
8 x0,8 = [8 11 𝜋]𝑇 1,5824 1,6736 1,5888 1,5097
9 x0,9 = [9 11 𝜋]𝑇 1,7119 1,7715 1,7230 1,5935
10 x0,10 = [7,5 9 𝜋]𝑇 1,3954 1,5671 1,4008 1,3493
11 x0,11 = [8,5 9 𝜋]𝑇 1,4995 1,4914 1,5107 1,4418
12 x0,12 = [7 9,5 𝜋]𝑇 1,3804 1,5204 1,3558 1,3428
13 x0,13 = [7,5 9,5 𝜋]𝑇 1,4172 1,6439 1,4279 1,3815
14 x0,14 = [8 9,5 𝜋]𝑇 1,4731 1,6214 1,4861 1,4119
15 x0,15 = [8,5 9,5 𝜋]𝑇 1,5507 1,6720 1,5305 1,4521
16 x0,16 = [9 9,5 𝜋]𝑇 1,6819 1,7229 1,7142 1,4896
17 x0,17 = [7,5 10 𝜋]𝑇 1,4484 1,6933 1,4499 1,4052
18 x0,18 = [8,5 10 𝜋]𝑇 1,5531 1,8117 1,5623 1,4566
19 x0,19 = [7 10,5 𝜋]𝑇 1,4806 1,6385 1,4489 1,4353
20 x0,20 = [7,5 10,5 𝜋]𝑇 1,5027 1,7887 1,5669 1,4506
21 x0,21 = [8 10,5 𝜋]𝑇 1,5445 1,7065 1,5453 1,4634
22 x0,22 = [8,5 10,5 𝜋]𝑇 1,5853 1,7555 1,5830 1,5043
23 x0,23 = [9 10,5 𝜋]𝑇 1,6567 1,8040 1,6566 1,5545
24 x0,24 = [7,5 11 𝜋]𝑇 1,5581 1,6794 1,5513 1,4965
25 x0,25 = [8,5 11 𝜋]𝑇 1,6728 1,7228 1,6672 1,5457

Сред. знач. отклонения 0,0715 0,207 0,0772 −
СКО 0,0388 0,0936 0,0481 −

а) б) в)
Рис. 2 — Графики изменения фазовых координат робота во времени при
движении из начального состояния x0 = [8 10 𝜋]𝑇 : 𝑥1(𝑡) — (а); 𝑥2(𝑡) — (б);
𝑥3(𝑡) — (в); сплошная линия — полученное значение; пунктирная линия —

эталонное значение.

17



а)

б)

в)
Рис. 3 — Траектория движения робота на плоскости из начального состоя­
ния x0 = [8 10 𝜋]𝑇 (а) и графики изменения управляющих воздействий во
времени (б) и (в); сплошная линия — полученное значение; пунктирная

линия — эталонное значение.

а)

в)

б)

г)

Рис. 4 — Траектории дви­
жения робота на плоскости,
полученные с помощью
найденной функции управ­
ления (сплошная линия), и
эталонные траектории (пунк­

тирная линия):
а) — начальное состояние

x0 = [7,5 9,5 𝜋]𝑇 ;
б) — начальное состояние

x0 = [7,5 10,5 𝜋]𝑇 ;
в) — начальное состояние

x0 = [8,5 9,5 𝜋]𝑇 ;
г) — начальное состояние

x0 = [8,5 10,5 𝜋]𝑇 .
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Основные результаты диссертации

1. Разработан численный метод решения задачи синтеза системы
управления на основе аппроксимации множества оптимальных
траекторий методами символьной регрессии;

2. Показано, что разработанный метод позволяет оценить близость
найденного решения к оптимальному;

3. Экспериментально показано, что эволюционные алгоритмы оказа­
лись наиболее эффективными применительно к задачам оптималь­
ного управления с фазовыми ограничениями;

4. Разработан гибридный алгоритм на основе алгоритма серых вол­
ков и пчелиного алгоритма;

5. Разработан комплекс программ, реализующих все этапы предло­
женного метода решения задачи синтеза системы управления;

6. Решена прикладная задача синтеза системы управления автомоби­
леподобным роботом в пространстве с фазовыми ограничениями.
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